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Introducéo

Este conjunto de materiais de apoio constitui uma sugestdo de organizacdo do ensi-
no-aprendizagem proporcionada ao professor para o topico Triangulos e quadrilateros,
constante no Programa de Matematica do Ensino Basico (3.° ciclo). Naturalmente, mui-
tas abordagens sdo possiveis, mas entendeu-se Util apresentar aqui uma estratégia com-
pativel com as indicacdes do programa.

Esta introducdo recorda os objectivos gerais de aprendizagem no que se refere a Geo-
metria e as capacidades transversais do programa para o 3.° ciclo, sumaria brevemente
as ideias matematicas e didacticas fundamentais dos tépicos de Geometria relevantes
para o 7.° ano de escolaridade, apresenta um conjunto de sugestfes didacticas gerais
para esta unidade e descreve a estrutura destes materiais de apoio. Apresenta, ainda,
uma proposta de planificagdo para a unidade em causa.

Segue-se um conjunto de tarefas que poderao ser fotocopiadas e distribuidas aos alunos,
acompanhadas das respectivas sugestdes de exploracdo especificas para o professor,
bem como de exemplos de trabalho feito por alunos.

Objectivos gerais de aprendizagem

No 3.° ciclo do ensino béasico sdo estudadas diversas propriedades dos triangulos e qua-
drilateros, o que constitui uma boa oportunidade para os alunos realizarem alguma acti-
vidade de exploracdo e investigacdo e desenvolverem a sua capacidade de raciocinar
indutiva e dedutivamente.

O trabalho neste tépico é fundamental para que possam ser atingidos os objectivos
gerais de aprendizagem previstos para a Geometria no 3.° ciclo, com especial relevo
para 0s seguintes:

= Desenvolver a visualizacdo e o raciocinio geométrico e ser capaz de 0s usar;

= Compreender e ser capaz de utilizar propriedades e relacGes relativas a figuras
geométricas no plano e no espaco;

= Compreender e ser capaz de usar as relacdes de congruéncia e semelhanca de
triangulos;

= Compreender a nocdo de demonstracdo e ser capaz de fazer raciocinios deduti-
VOS.



Além disso, o trabalho neste topico deve contribuir para o desenvolvimento das capaci-
dades transversais previstas para este ciclo, nomeadamente

Resolver problemas em contextos matematicos e ndo matematicos, adaptando,
concebendo e pondo em pratica estratégias variadas, discutindo as solucfes
encontradas e 0s processos utilizados;

Raciocinar matematicamente, formulando e testando conjecturas e generaliza-
cOes, e desenvolvendo e avaliando argumentos matematicos incluindo cadeias
dedutivas;

Comunicar oralmente e por escrito, recorrendo a linguagem natural e a lingua-
gem matematica, interpretando, expressando e discutindo resultados, processos e
ideias matematicos.

Triangulos e quadrilateros

Os alunos ja trabalharam com figuras geométricas simples nos 1.° e 2.° ciclos. Reto-
ma-se agora esse estudo, tendo em vista conhecer as propriedades relativas a soma dos
angulos internos e externos de um tridngulo, compreender e usar 0s critérios de con-
gruéncia de tridngulos e classificar quadrilateros, construi-los a partir de condi¢des
dadas e investigar as suas propriedades, com especial atencéo ao paralelogramo.

Ideias matematicas importantes a ter em atencé@o no trabalho com triangulos e quadrila-
teros incluem, por exemplo:

Existe uma correspondéncia entre a informagdo de que necessitamos de conhe-
cer para construir um triangulo e os critérios de congruéncia de triangulos;

Uma figura geométrica, em particular um tridngulo ou um quadrilatero, tem
propriedades envolvendo os seus elementos (lados, angulos internos, angulos
externos), diagonais, soma de angulos internos, soma de angulos externos, area e
perimetro, etc., que é interessante analisar;

A congruéncia (de segmentos, angulos e triangulos) é um conceito fundamental
que nos permite resolver problemas e demonstrar propriedades geométricas;

Um axioma é uma afirmacdo matematica que tomamos como ponto de partida
para demonstrar outras afirmacoes;

Uma afirmacdo matematica que ainda ndo foi demonstrada é uma conjectura que
pode ser verdadeira ou falsa. Para termos a certeza que se trata de uma afirma-
¢do verdadeira (teorema ou propriedade), temos de a demonstrar.

Notagéo e simbologia



Neste documento usa-se uma notagdo simplificada para representar segmentos de recta
e seus comprimentos, assim como amplitudes de angulos e suas medidas. Afirmar que
0s segmentos de recta AB e CD séo congruentes (simbolicamente, AB=CD ) é equiva-
lente a afirmar que os comprimentos destes segmentos séo iguais. Por isso, pode usar-se
a mesma simbologia (simplesmente AB) para representar um segmento de recta e 0 seu
comprimento. Analogamente, afirmar que os angulos ABC e A’B’C’ sdo congruentes
(simbolicamente, Z/ABC= ZA'B'C") é equivalente a afirmar que as medidas das suas
amplitudes sdo iguais. Por isso, pode usar-se a mesma simbologia (simplesmente
ZABC) para amplitudes de angulos e suas medidas (ver Coxeter, 1989, p. 264). A
medida da amplitude do dngulo ABC é adiante representada pelo simbolo ZABC.

Para representar a congruéncia de segmentos de recta e de angulos nas figuras geomeé-
tricas de apoio usa-se a simbologia de tracos ilustrada na figura’. Assim, a congruéncia
dos segmentos AB e BC representa-se por um trago que corta cada um destes segmen-
tos. De modo semelhante, a congruéncia dos angulos BAC e ACB é aqui representada
por dois tragos.

A r

B ! C

Os tridngulos e os quadrilateros sdo representados pelos seus vértices. Por exemplo, o
triangulo da figura representa-se por ABC. Analogamente, um quadrilatero com vértices
consecutivos A, B, C e D é representado por ABCD. O simbolo ABC=A'B'C' repre-
senta a congruéncia dos tridngulos ABC e A’B’C’.

Sugestdes didacticas

O trabalho no tépico Triangulos e quadrilateros deve revestir-se de um cunho explorato-
rio e investigativo. Por isso, em muitas destas aulas os alunos trabalham em tarefas que
Ihes sdo propostas e que ndo sdo apenas exercicios em que tém que aplicar conhecimen-
tos previamente aprendidos. Pelo contrério, trata-se de tarefas em que os alunos tém de
formular estratégias proprias, ao mesmo tempo que mobilizam conhecimentos e capaci-

! Nestes materiais, incluindo as tarefas propostas, todas as figuras que surgem séo figuras geométricas.
Com este entendimento, por simplicidade, usa-se, muitas vezes, apenas o termo “figura”.
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dades anteriormente desenvolvidas. O trabalho nestas tarefas constitui o ponto de parti-
da para o desenvolvimento e formalizacdo de novos conceitos e representacdes, o que
deve ser feito, tanto quanto possivel, com o contributo dos alunos. Num ou noutro
momento, no entanto, ha também que propor a realizacdo de exercicios, tendo em vista
consolidar conhecimentos.

Cada uma das tarefas apresentadas — que inclui sempre diversas questdes — foi pensada
para ser realizada, em regra, num bloco. Essa realizagéo inclui trés momentos — apresen-
tacdo, trabalho autonomo dos alunos, em grupo, em pares, ou individualmente — e dis-
cussao colectiva com toda a turma. Este sistema adapta-se muito bem ao tempo escolar
de blocos de 90 minutos. Para que isso aconteca € necessario terminar o trabalho auto-
nomo em tempo util, de forma a dar tempo a uma discussdo proveitosa no segundo
momento da aula. Por isso, é importante que a aula tenha ritmo e que os alunos estejam
sempre envolvidos na realizagdo das tarefas. Por isso, é necessario que os alunos inte-
riorizem que existe primeiro um tempo para trabalhar, previamente definido, havendo
depois um tempo para discutir o trabalho feito por todos.

A primeira fase corresponde a apresentacdo da tarefa e deve ser curta e motivadora. O
professor pode distribuir 0 enunciado escrito com a tarefa, mas deve igualmente referir
oralmente alguns dos elementos mais salientes da situacdo. E muito importante que o0s
alunos compreendam bem a tarefa que Ihes € proposta e, por isso, se existirem termos
que os alunos ndo conhecam na descrigdo da situacdo ou nas questdes iniciais, estes
devem ser desde logo analisados. O professor deve dar igualmente, nesta fase, indica-
¢Oes acerca do modo de trabalhar bem como do momento em que se iniciara a discussao
colectiva.

De seguida, na segunda fase, os alunos trabalham autonomamente nas questdes propos-
tas. O professor deve circular pela sala, verificando se existem dificuldades na resolucao
das questdes. Os alunos, com frequéncia, colocam duvidas ou pedem a validacdo das
suas conjecturas e resultados. O professor deve ter em atencdo que se responder a todas
as duvidas dos alunos, esta a resolver a tarefa em vez deles. Por isso, na maior parte dos
casos, ha que responder as perguntas dos alunos com outras perguntas, que 0s obriguem
a pensar um pouco mais. No caso em que o professor se apercebe que um nimero signi-
ficativo de alunos ndo consegue compreender a situacdo ou formular estratégias de reso-
lucdo da tarefa, pode ser preferivel interromper o trabalho auténomo dos alunos e reali-
zar desde logo uma pequena discussdo colectiva. Uma vez resolvida a dificuldade, os
alunos podem retomar entéo o seu trabalho.

Finalmente, na terceira fase, realiza-se a discussdo final. Aqui os alunos sdo chamados a
apresentar o seu trabalho. E importante analisar questdes matematicamente significati-
vas, evitando a repeticdo de ideias ou resolucdes j& anteriormente apresentadas e discu-
tidas. Todos os alunos, de uma forma ou outra, devem ter possibilidade de participar,
nomeadamente colocando questdes e apresentando argumentos. No entanto, ndao €
necessario que todos os alunos (ou todos o0s pares ou todos 0s grupos) apresentem o seu
trabalho em todas as aulas, em especial nos casos em que iSs0 pouco acrescenta ao que
ja foi anteriormente apresentado pelos colegas. Esta dindmica de aula propicia a analise



das situacdes matematicamente significativas e promove o desenvolvimento das capaci-
dades de comunicar, raciocinar e argumentar. Noutras situacdes, os alunos que néo tive-
rem oportunidade de mostrar o que fizeram, poderdo ser 0s primeiros a mostrar o seu
trabalho.

Deve ter-se em atencdo que este momento de discussdo é fundamental. E reflectindo
sobre o trabalho feito — 0 seu e o dos colegas —, confrontando as suas ideias com as dos
outros, argumentando e analisando argumentos, que os alunos aprofundam e consoli-
dam a sua aprendizagem. Por isso, é necessario valorizar este momento. Note-se que
mesmo os alunos que ndo tenham concluido a resolucédo de todas as questdes propostas,
podem mesmo assim participar na discussdo, quer das questdes em que chegaram a
resolver, quer das outras questdes. No final da discussdo, o professor, se possivel solici-
tando a participacdo dos alunos, deve promover a sistematizacdo das ideias fundamen-
tais que foram aprendidas nesta aula.

Em muitos casos, os professores terdo que adaptar as tarefas as caracteristicas das suas
turmas. Isso pode envolver eliminar uma ou outra questdo, ajustando assim o que é pro-
posto ao que espera do trabalho realizado individualmente, em pares ou em grupos
pelos alunos (em 45-60 minutos), de modo a deixar um tempo adequado para a discus-
sdo (noutros 30-45 minutos). Por vezes, pode ser adequado dividir uma tarefa em duas
partes, propondo aos alunos a realizacdo de trabalho autonomo, seguida de um momen-
to de discussdo colectiva, depois de novo trabalho autbnomo, e, finalmente, nova dis-
cusséo.

Nalguns casos, a realizacdo de uma tarefa pode requerer mais do que um bloco de 90
minutos. 1sso pode acontecer, no inicio, porque os alunos ndo estdo habituados a este
tipo de trabalho. Pode também acontecer porque uma tarefa tem questfes que envolvem
dificuldades imprevistas para certos alunos ou porque contém um elevado numero de
questdes. O professor deve entdo decidir se € melhor eliminar uma parte das questoes,
reduzindo a tarefa, ou desdobrar a sua realizacdo por um bloco e meio ou mesmo dois
blocos.

Note-se que o sistema de deixar os alunos trabalhar autonomamente durante todo um
bloco, deixando a discussao para o bloco seguinte, de um modo geral, é pouco eficiente,
pois os alunos dificilmente tém presente, com a mesma vivacidade, o trabalho anterior-
mente feito. Deste modo, a discussao geral, que deveria ser uma parte fundamental do
trabalho, acaba por ser muito menos rica e participada do que seria desejavel. Nestes
casos, é preferivel fazer uma paragem no trabalho autonomo dos alunos a meio da tarefa
e discutir com todos o trabalho ja realizado. Depois, no bloco seguinte, os alunos pros-
seguirdo o seu trabalho e terdo oportunidade de fazer nova discussdo colectiva, com
uma sistematizacao final das ideias fundamentais.

A planificacdo proposta contém um conjunto de tarefas para usar na sala de aula recor-
rendo aos materiais usuais da Geometria — régua, compasso e transferidor. No entanto,
em alguns casos, sdo propostas tarefas alternativas, a realizar num ambiente de geome-
tria dindmica (AGD). Recomenda-se a utilizacdo destas tarefas alternativas, sempre que
possivel, uma vez que isso proporciona aos alunos uma experiéncia de aprendizagem



significativamente enriquecida. Para o caso dos alunos ainda ndo estarem familiarizados
com este tipo de ambiente, é proporcionado um conjunto de materiais de trabalho (Tare-
fas A e B), visando a exploragdo de um AGD no contexto da realizagdo de tarefas de
Geometria envolvendo conceitos ja estudados em anos anteriores. Estes materiais tém
de ser complementados pelo professor com uma indicagcdo dos comandos e ferramentas
especificas do AGD a utilizar.

Estrutura dos materiais de apoio

Em cada tarefa, para além da proposta de trabalho para os alunos, é dado um conjunto
de indicagdes para o professor. Os Conhecimentos prévios dos alunos apresentam 0s
conhecimentos e capacidades que os alunos devem possuir para poderem trabalhar na
tarefa indicada. No caso de os alunos ndo dominarem de modo satisfatério os conheci-
mentos prévios referidos, o professor deve rever com eles as ideias principais ou propor-
Ihes a realizacdo de um trabalho preliminar apropriado.

Nas Aprendizagens visadas séo indicados os principais objectivos de aprendizagem que
se tém em vista com a realizacdo da tarefa proposta. Estes objectivos correspondem a
uma parte dos objectivos do topico indicados no Programa de Matematica bem como
das capacidades transversais — resolucdo de problemas, raciocinio e comunicacdo
matematicos.

As OrientacOes para o professor contém sugestdes concretas sobre 0 modo de estrutu-
rar e conduzir a aula, chamando a atencdo para alguns problemas que podem surgir.
Para além das indicacGes gerais sobre a organizacdo da aula, estas orientagdes contém
por vezes aspectos da exploragdo matematica da tarefa, com eventual indicacdo de
alguns dos erros mais comuns dos alunos. As indicacdes suplementares contém infor-
mac0Oes adicionais Uteis para o professor e extensdes da tarefa proposta ou mesmo ques-
tbes adicionais para colocar ao aluno, se for caso disso.

Finalmente, as Exploragdes de alunos, quando aparecem, contém exemplos de situagoes
ocorridas ou susceptiveis de ocorrer na sala de aula, que ilustram a variedade de estraté-
gias que eles podem usar na realizagdo da tarefa’. Estas situacdes d&o pistas ao profes-
sor sobre 0 modo de orientar o seu trabalho e ajudam a preparéa-lo para lidar com a
variedade de respostas dos seus alunos que pode encontrar.

As tabelas apresentadas adiante na proposta de planificacdo contém as seguintes colu-
nas:

= Blocos, com a respectiva numeracao;

= Topicos apresentados no programa, a que se destinam cada uma das tarefas;

2 Todos os episddios reais de resolucdo por alunos apresentados neste documento foram recolhidos por
Nuno Candeias, nas suas aulas.



= Objectivos especificos referentes a cada tarefa apresentados no programa;

» Notas, indicacdes apresentadas no programa sobre 0s topicos a que se destinam
as tarefas;

= Tarefas, com a designacgéo de cada tarefa;

= Instrumento de trabalho pensado para cada tarefa, Ambiente de Geometria
Dindmica (AGD) ou Papel e Léapis (PL).
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Proposta de planificacao

Mdédulo inicial para AGD

Blocos Subtopicos Objectivos especificos Notas Tarefas Instrumento
. . . . A. Elementos base da geome-
- Figuras geométricas, perime- | - Conhecer e utilizar os elementos base dos . «
1 , . tria dindmica e construcédo de
tro e area (revisdo). AGD. .
- figuras AGD
- Classificagdo de triangulos o o B. Construcéo de tridngulos e
2 . ¢ L. g - Construir figuras dindmicas num AGD. L ¢ g
(revisdo) e de trapézios. trapézios
Triangulos e quadrilateros
Blocos Subtdpicos Objectivos especificos Notas Tarefas Instrumento
- Formular, testar e demonstrar conjecturas
relacionadas com os angulos internos e externos
. - Os alunos com melhor desempenho
. . de um triangulo; . . , ~ .
1 - Soma dos angulos internos . . . matematico podem deduzir a formula 1. Angulos internos de Papel e
. - Deduzir o valor da soma dos angulos internos . . . -
de um tridngulo. . para a soma dos angulos internos de um um triangulo lapis/AGD
e externos de um triangulo; olidono de n lados
- Identificar e usar raciocinio indutivo e deduti- Pollg '
Vvo.
- Formular, testar e demonstrar conjecturas
relacionadas com os &ngulos internos e externos
de um trianaulo: - Os alunos com melhor desempenho
- Soma dos angulos externos . ulo; . . mateméatico podem generalizar a formula | 2. Angulos externos de Papel e
2 o - Deduzir o valor da soma dos angulos internos R . L.
de um tridngulo. I para a soma dos angulos externos de um | um triangulo lapis/AGD
e externos de um triangulo; |
- RV . . poligono de n lados.
- Identificar e usar raciocinio indutivo e deduti-
Vvo.
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- Soma dos angulos internos e
externos de um triangulo.

- Identificar os dados, as condices e o objectivo
do problema;

- Compreender e p6r em prética estratégias de
resolucdo de problemas, verificando a adequa-

- Propor problemas com informac&o
irrelevante

- Considerar abordagens tais como:
desdobrar um problema complexo em

3. Resolucéo de proble-

- Compreensdo do problema . . questdes mais simples; explorar cone- . Papel e lapis
N L ¢ao dos resultados obtidos e dos processos . o e mas em tridngulos
- Concepgdo, aplicacéo e tilizad xBes matematicas para obter maltiplas
e . utilizados; .
justificacdo de estratégias . . perspectivas de um problema; resolver o
- Soma dos angulos internos e externos de um .
A problema admitindo que se conhece uma
triangulo. .
solucéo.
4. Investigando con-
- Compreender e aplicar os critérios de con- gruéncias com régua,
gruéncia de tridngulos e usa-los na construcéo compasso e transferi- Papel e
de triangulos; - Usar os critérios ALA, LAL e LLL de | dor/Investigando con- lapis/AGD
.. " - Compreender o que é uma conjectura, um congruéncia de tridngulos. gruéncias com o compu-
- Congruéncia de triangulos.
teorema, um exemplo e um contra-exemplo; - tador.
Exprimir processos e ideias matematicos, oral- 5. Usando critérios de
mente e por escrito, utilizando a notac&o, sim- congruéncia. papel e lépi
. f - < - — apel e lapis
bologia e vocabulario préprios - Explicar porque ndo existe um critério | 6. Elaborando demons- P P
LLA. tragdes.
- Determinar a soma dos angulos internos de um . R .
L - Determinar a soma dos angulos inter-
quadrilatero; L
. L . . nos de um quadrilatero.
- Classificar quadrilateros, construi-los a partir . .
L . . . - Salientar o quadrado como caso parti- .
de condicOes dadas e investigar as suas proprie- 7. Quadrilateros: cons-
cular do losango. ~ . . Papel e
) S dades; : . , trucdes, diagonais e o
- Propriedades, classificacdo e — - Considerar as propriedades relativas . lapis/AGD
N . - Compreender o papel das definigdes em . N . angulos.
construcao de quadrilateros. matemética: aos lados, aos angulos e as diagonais de
- Formulagéo, teste e demons- . . . um paralelogramo, por exemplo num
N : - Representar informacéo, ideias e conceitos . o
tracdo de conjecturas. . . ambiente de Geometria Dinamica.
matematicos de diversas formas.
- Exprimir resultados, processos e ideias mate- - Criar oportunidades para apresentagdes
maticas por escrito, utilizando vocabulario em grupo; 8. Investigando quadrila- AGD

proprio;
- Classificar quadrilateros, construi-los a partir

- Usar as TIC em actividades de explora-
cdo e investigagdo;

teros e pontos médios.
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de condicGes dadas e investigar as suas proprie-
dades;

- Salientar o quadrado como caso parti-
cular do losango.

- Considerar as propriedades relativas
aos lados, aos angulos e as diagonais de
um paralelogramo.

- Propriedades, classificacdo e
construgdo de quadrilateros.

- Compreender e usar a férmula da area de um
paralelogramo e investigar as suas propriedades;
- Formular, testar e demonstrar conjecturas

- Usar os critérios congruéncia de trian-
gulos;

9. Propriedades do para-

9 . relacionadas com as propriedades do paralelo- - Considerar as propriedades relativas
- Formulagéo, teste e demons- R . . lelogramo
N . gramo; aos lados, aos angulos e as diagonais de
tragdo de conjecturas. o - I .
- Identificar e utilizar o raciocinio indutivo e um paralelogramo.
dedutivo.
- Soma dos angulos internos e
externos de um triangulo; . .
. . - Compreender critérios de congruéncia de
- Congruéncia de tridngulos; .
. e tridngulos;
- Propriedades, classificacdo e . - - o
N o, - Utilizar critérios de congruéncia de triangulos
construcdo de quadrilateros; i o - 10. Problemas com
. e propriedades de quadrilateros na resolucéo de . o
10 - Formulacéo, teste e demons- tridngulos e quadrilate-

tracdo de conjecturas;

- Compreensédo do problema,
concepcao, aplicagéo e justifi-
cacdo de estratégias na sua
resolucéo.

problemas e na justificacdo de propriedades de
figuras;

- Seleccionar e usar varios tipos de raciocinio e
métodos de demonstragao.

ros.

Papel e lapis
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Tarefas A e B — Modulo Inicial para AGD

Os ambientes de geometria dindmica (AGD) permitem que 0s objectos geométricos
estaticos ganhem uma nova “vida” e dinamismo. Este tipo de software permite construir
objectos béasicos da geometria euclidiana (pontos, rectas, segmentos de recta e circunfe-
réncias) e, a partir deles, novos objectos satisfazendo certas relacées. Ao rigor das cons-
trucdes acrescenta-se a possibilidade dada ao utilizador de transformar as figuras, arras-
tando um ou mais dos elementos que estdo na base da sua construcdo, observando as
propriedades que permanecem inalteradas e as que deixam de se verificar. Além disso,
0s ambientes de geometria dinamica permitem medir comprimentos, angulos, perime-
tros e areas e efectuar calculos com essas medidas.

Estas caracteristicas permitem aos alunos explorar e descobrir mais facilmente relacdes
entre figuras, procurar invariantes e resolver problemas geométricos. Ao investigar, 0s
alunos formulam conjecturas e argumentam sobre a sua veracidade ou falsidade. Como
referem King e Schattschneider (2003), a “evidéncia experimental que [0 AGD] fornece
provoca uma conviccao forte que pode motivar o desejo de uma demonstracdo” (p. 11).
Por isso, ndo € de estranhar que estes programas, acompanhados de tarefas matematicas
significativas, nomeadamente de exploracéo e investigacdo, possam ter um papel impor-
tante na abordagem dos topicos de Geometria indicados no Programa de Matematica
articulados com as capacidades transversais também ai apresentadas.

Levar os alunos a contactar com um AGD é, também, dar-lhes a possibilidade de passa-
rem por uma experiéncia de aprendizagem matematicamente significativa. No tema
Triangulos e quadrilateros, algumas das tarefas foram pensadas para que os alunos utili-
zem um AGD. As construcdes dos triangulos e quadrilateros propostas nessas tarefas
dependem apenas das suas propriedades. Logo, as propriedades dessas figuras man-
tém-se durante o arrastamento de algum dos seus elementos base (por exemplo, a per-
pendicularidade ou o paralelismo). Quando os alunos notam novas propriedades inva-
riantes podem procurar demonstra-las e essa demonstragdo, em muitos casos, contribui
para uma melhor compreensdo das propriedades. Por isso, este ambiente de trabalho
suscita o raciocinio geométrico, sem o substituir.

Durante a Ultima década, tém melhorado as condi¢cdes materiais nas escolas portugue-
sas, nomeadamente a acessibilidade a computadores e software actualizados. As salas
equipadas com computadores ou 0s computadores portateis Sdo recursos que devem ser
utilizados no ensino-aprendizagem da Geometria no 3.° ciclo. Muitas escolas ja investi-
ram na aquisicdo de software de geometria dindmica. Porém, nestes Ultimos anos, tém
surgido programas de utilizacdo livre bastante poderosos que podem ser usados no estu-
do da Geometria por professores e alunos, tanto na escola como em casa.

Com este mddulo inicial pretende-se que os alunos tomem contacto com as caracteristi-
cas do software proposto pelo professor, constituindo um ponto de partida para o estudo
de figuras, nomeadamente tridngulos e quadrilateros. Este médulo é constituido por
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duas tarefas em que se faz referéncia a diversos conceitos geométricos ja estudados em
anos anteriores, nomeadamente, angulo, rotacdo, reflexdo, perimetro e area. Na tarefa B,
os alunos tém que construir tridngulos e, partindo destes, construir trapézios. Nesta tare-
fa os alunos tém ainda a possibilidade de relembrar as classificagdes de tridngulos quan-
to aos lados e quanto aos angulos.

Os materiais aqui apresentados tém de ser complementados pelo professor com a indi-
cacdo dos comandos e ferramentas especificas do AGD a utilizar. De modo a ultrapassa-
rem mais facilmente os obstaculos que inevitavelmente surgem neste trabalho inicial,
uma situacdo favoravel é colocar dois alunos em cada computador, recomendando que
discutam entre si a resolucdo de todas as tarefas. Como todos os alunos devem passar
pela experiéncia de construir figuras e investigar directamente as suas propriedades, o
professor deve recomendar fortemente a alternéncia entre o aluno que utiliza o rato e o
que utiliza o teclado.
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Tarefa A — Elementos base da geometria dindmica e

construcéao de figuras

Um ambiente de geometria dinamica permite desenhar e construir figuras usando como
elementos base pontos, segmentos de recta e circunferéncias.

1. Constrdi as seguintes figuras:

B o C |
Triangulo Circunferéncia N
Tridngulo sobre
a circunferéncia
Tridngulo e Circunferéncia e recta
semi-rectas contendo o diametro

2. Constroi um segmento de recta e um ponto C exterior a esse segmento. Constroi uma
recta paralela e uma recta perpendicular ao segmento inicial e que passem no ponto C.

3. Constrdi duas rectas que se intersectem num ponto A (ver figura). Mede as amplitu-
des dos angulos BAC, CAD, DAE e BAE. Ha alguma relacdo entre esses angulos? Se
sim, qual?
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4. Constréi um quadrilatero como o da figura seguinte. Usando os menus, apresenta no
ecrd as medidas das amplitudes dos seus angulos internos, perimetro e area. Arrasta um
dos vértices e verifica o que acontece a todas essas medidas.

5. Constrdi uma circunferéncia e um ponto, B, sobre ela. Com centro em O, centro da
circunferéncia, faz rotagdes sucessivas de 90° do ponto B. Une 0s pontos que obtiveste
sobre a circunferéncia. Que figura se obtém? Mede os seus lados e angulos para testar
a tua conjectura.

6. Constroi um triangulo ABC e as rectas CD e BD paralelas a AB e AC respectivamen-
te, como na figura. Mede os angulos ABD, BDC, DCA, CAB. Que relagdes existem
entre eles?
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Tarefa B — Construcao de triangulos e trapézios

O ambiente de geometria dindmica permite fazer construcdes de figuras geométricas
que, quando arrastadas, mantém a sua forma. Assim, para uma dada questdo, € possivel
analisar um grande nimero de casos e investigar relacdes e propriedades.

1. Constroi uma circunferéncia de centro A e um ponto B sobre ela. Depois, constroi 0s
lados do tridangulo ABC como mostra a figura. Mede os lados e os angulos internos do
triangulo.

1.1. Como classificas este triangulo?

1.2. Sem medir os lados, conseguirias dizer alguma coisa sobre a relacdo entre eles?
Justifica.

1.2. Ha alguma relacgéo entre os angulos? Se sim, qual?

2. Constroi um segmento AB e duas circunferéncias como mostra a figura. C € um dos
pontos onde as circunferéncias se intersectam. Mede os lados e os angulos internos do
triangulo.

2.1. Como classificas este triangulo?

2.2.. Sem medir os lados, conseguirias dizer alguma coisa sobre a relagdo entre eles?
Justifica.

2.3. Ha alguma relacdo entre os angulos? Se sim, qual?
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3. Também ¢é possivel classificar os triangulos tendo em conta os seus angulos.

Triangulo acutangulo: Um tridngulo que tenha todos os angulos agudos (< 90°)
Triangulo rectangulo: Um tridngulo que tenha um angulo recto (= 90°)

Triangulo obtusangulo:  Um tridngulo que tenha um angulo obtuso (> 90° e < 180°)

3.1. Constroi um triangulo rectangulo que se mantenha como triangulo rectangulo
quando os seus Vvértices sdo arrastados. Descreve como procedeste.

3.2. Constréi um triangulo rectangulo que também seja isésceles. Descreve como proce-
deste.

3.3. Constrdi um triangulo obtusangulo que também seja isosceles. Descreve como pro-
cedeste.

A
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4. Existem trés tipos de trapézios, que podem ser obtidos facilmente a partir de tridngu-
los. Constréi um tridangulo isosceles, um escaleno e um rectangulo, e, para cada um
deles, traga uma recta paralela a um lado, como mostra a figura seguinte.

- Triangulo Tridngulo
Triangulo escaleno rectangulo
isosceles

A partir das figuras, constréi um trapézio de cada tipo.

\

Trapézio Trapézio Trapezio
isésceles escaleno rectangulo

Mede os lados e os angulos internos dos trapézios.

4.1. H& alguma relagdo entre os lados e entre os &ngulos do trapézio isdsceles? Se sim,
qual?

4.2. H& alguma relagdo entre os lados e entre os angulos do trapézio escaleno? Se sim,
qual?

4.3. Ha alguma relacgéo entre os lados e entre os angulos do trapézio rectangulo? Se sim,
qual?
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Tarefa 1A — Angulos internos de um triangulo (PL)

1. Constréi um triangulo ABC.

1.1. Mede as amplitudes dos angulos internos do triangulo ABC e adiciona as medidas
obtidas.

1.2. Constroi outros tridngulos. Para cada um deles, mede as amplitudes dos seus angu-
los internos e adiciona as medidas obtidas. Formula uma conjectura sobre o valor da
soma dos angulos internos num triangulo qualquer.

2. Considera o triangulo ABC da figura e a recta DE, paralela ao lado AC do triangulo,
que passa pelo vértice B.

A C

2.1. Qual é a relagéo entre os angulos ABD e BAC? Porqué?

2.2. Qual é a relacdo entre os angulos CBE e ACB? Porqué?

2.3. Qual é o valor da soma dos angulos ABD, CBE e ABC? Porqué?

2.4. Qual é o valor da soma dos angulos internos do triangulo ABC? Porqué?

2.5. A conclusédo que tiraste na alinea anterior permaneceria valida se tivéssemos consi-
derado outro tridngulo? Porqué?

3. Na pergunta 1.2., depois de construir quatro triangulos diferentes e adicionar as
amplitudes dos seus angulos internos, o Jodo formulou a seguinte conjectura: “A
soma das amplitudes dos angulos internos num tridngulo é sempre igual a 179°”.
Mas, depois de ter resolvido a questdo 2., afirmou: “O processo que seguimos em
1.2. pode conduzir a erros, mas isso Ndo acontece com 0 processo usado nesta ques-
tdo”. Concordas com esta afirmagdo? Porqué?
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4. Constroi uma semi-recta AB e um ponto C ndo pertencente a semi-recta. Depois
constrdi o triangulo ABC e um ponto D como mostra a figura. Dizemos que o angulo
CBD é um angulo externo do triangulo ABC.

C

A B D

4.1. Mede as amplitudes dos angulos BAC e ACB e adiciona-as. Mede a amplitude do
angulo CBD. O que concluis?

4.2. A conclusdo que tiraste em 4.1. mantém-se se 0 ponto C estiver noutra posi¢do?
Porqué?

4.3. Depois de resolver as perguntas 4.1 e 4.2, o Francisco fez a seguinte afirmacao:
“Num tridngulo qualquer, a amplitude do &ngulo externo de um dos vértices é igual a
soma das amplitudes dos angulos internos dos outros dois vértices”. Esta afirmacéo é
verdadeira ou falsa? Porqué?

21



Tarefa 1B — Angulos internos de um triangulo (AGD)

1. Constréi um triangulo ABC.

1.1. Mede as amplitudes dos angulos internos do triangulo ABC e adiciona as medidas
obtidas.

1.2. Arrasta um vértice qualquer de modo a obteres um novo tridngulo. Verifica o que se
passa com as amplitudes dos angulos e com a respectiva soma. Formula uma conjectura
sobre o valor da soma dos angulos internos num triangulo qualquer.

2. Considera o triangulo ABC da figura e a recta DE, paralela ao lado AC do triangulo,
gue passa pelo vértice B.

2.1. Qual é a relacdo entre os angulos ABD e BAC? Porqué?

2.2. Qual é a relacdo entre os angulos CBE e ACB? Porqué?

2.3. Qual é o valor da soma dos angulos ABD, CBE e ABC? Porqué?

2.4. Qual é o valor da soma dos angulos internos do triangulo ABC? Porqué?

2.5. A concluséo que tiraste na alinea anterior permaneceria valida se tivéssemos consi-
derado outro tridngulo? Porqué?

3. 0 Jodo construiu varios triangulos sem utilizar o computador. Ao adicionar as ampli-
tudes dos angulos internos formulou a seguinte conjectura: “A soma dos angulos
internos num tridangulo € sempre igual a 179°”. Mas, depois de ter resolvido a ques-
tdo 2., afirmou: “Medir as amplitudes dos angulos pode conduzir a erros, mas isso
ndo acontece com o processo usado nesta questdao”. Concordas com esta afirmagao?
Porqué?
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4. Constroi uma semi-recta AB e um ponto C ndo pertencente a semi-recta. Depois
constrdi o triangulo ABC e um ponto D como mostra a figura. Dizemos que o angulo
CBD é um angulo externo do triangulo ABC.

C

A B D

4.1. Mede as amplitudes dos angulos BAC e ACB e adiciona-as. Mede a amplitude do
angulo CBD. O que concluis?

4.2. A conclusdo que tiraste em 4.1. mantém-se se 0 ponto C estiver noutra posicao?
Porqué?

4.3. Apos resolver as questbes 4.1 e 4.2, o Francisco fez a seguinte afirmacdo: “Num
triangulo qualquer, a amplitude do &ngulo externo de um dos vértices é igual a soma das
amplitudes dos angulos internos dos outros dois vértices”. Esta afirmacdo é verdadeira
ou falsa? Porqué?
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Tarefa 1 — Angulos internos de um triangulo

Conhecimentos prévios dos alunos
Com o trabalho desenvolvido nos 1.° e 2.° ciclos, os alunos devem ser capazes de:

= Medir, em graus, a amplitude de um angulo;

= Distinguir angulos complementares e suplementares e identificar angulos verti-
calmente opostos, bem como angulos alternos internos.

Aprendizagens visadas
Com o seu trabalho nesta tarefa, os alunos devem:

= Formular, testar e demonstrar conjecturas relacionadas com a soma das amplitu-
des dos angulos internos e com a amplitude de um angulo externo de um trian-
gulo.

No ambito das capacidades transversais, esta tarefa constitui uma oportunidade para 0s
alunos:

= |dentificarem e usarem raciocinio indutivo e dedutivo;

= Exprimirem resultados, processos e ideias matematicos, oralmente e por escrito,
utilizando a notacéo, simbologia e vocabulario proprios.

Orientacdes para o professor

1. IndicagGes gerais. No 2.° ciclo os alunos estudam o valor da soma das amplitudes dos
angulos internos de um triangulo, recorrendo a processos informais, apoiados em mate-
riais didacticos ou num ambiente de Geometria Dindmica. Esta tarefa retoma este topi-
co, aprofundando o trabalho ent&o realizado. Mesmo os alunos que nunca trabalharam
este topico podem resolver a tarefa proposta sem necessidade de fazer previamente o
que esta indicado no programa do 2.° ciclo.
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A tarefa requer que o aluno use tanto raciocinio indutivo como dedutivo. A questdo 3.
permite comparar os dois tipos de raciocinio ao pdr em evidéncia as respectivas poten-
cialidades, ou seja, a formulagdo de conjecturas (enunciados genéricos) a partir do estu-
do de casos particulares, no caso do raciocinio indutivo, e a demonstracdo logica dessas
conjecturas (quando validas), no caso do raciocinio dedutivo.

Os alunos tém alguma propensdo para generalizar apressadamente as conclusfes que
tiram no estudo de um numero reduzido de casos particulares. Por isso, o professor deve
sublinhar que as conclusdes retiradas a partir da analise de alguns casos particulares
(nomeadamente na pergunta 1.2.) ndo sdo, necessariamente, validas em todos 0s casos.
As perguntas 2.5. e 4.2. proporcionam uma oportunidade para o professor chamar a
atencdo dos alunos para o facto dos argumentos apresentados serem validos em geral
apesar de o raciocinio ter sido apoiado em esquemas que representam triangulos particu-
lares.

Sugere-se que os alunos trabalnem em pares. A aula deve ser organizada de modo a
contemplar um momento final de discussdo com toda a turma ou um momento de dis-
cussao colectiva depois da questdo 2. e uma nova discussdo no final da questdo 3. Em
qualquer destes casos, apds a discussao da questdo 3., o professor deve fazer uma sinte-
se do trabalho realizado em que da relevo aos resultados matematicos obtidos (a soma
das amplitudes dos angulos internos de um triangulo é 180° a amplitude do angulo
externo de um dos Vvértices de um triangulo é igual a soma das amplitudes dos angulos
internos dos outros dois vértices) e aos processos usados para obté-los. E de salientar
que o processo indutivo envolve a andlise de casos particulares e, a partir deles, a for-
mulacdo de conjecturas, ao passo que o raciocinio dedutivo permite garantir a validade
das proposicdes (propriedades) em todos 0s casos.

Um dos aspectos importantes da comunicagdo matematica € o uso de notagéo, simbolo-
gia e vocabulario proprios. O professor deve sugerir aos alunos que usem uma escrita
abreviada, de um modo consistente, para representar as entidades geométricas estudadas
nesta tarefa. Nesta fase da sua aprendizagem, os alunos devem usar uma notacao simpli-
ficada que abrevie a comunicacdo escrita, com 0 objectivo de a agilizar, evitando-se
formalismos desnecessarios. No quadro seguinte dao-se exemplos disso:

Entidade geométrica Notacédo utilizada
Tridngulo de vértices A,Be C Triangulo ABC
Recta que contém os pontos A e B Recta AB

Angulo de vértice em B formado pela Angulo ABC
uniéo das semi-rectas BA e BC

Medida da amplitude do angulo ABC Z/ABC
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O professor deve chamar a atencdo dos alunos para a distin¢do entre os conceitos de
‘angulo’, ‘amplitude do angulo’ e ‘medida da amplitude do angulo’ e para o facto de
que na comunicacdo oral é frequente dizer-se ‘amplitude do angulo ABC’ como abre-
viatura de ‘medida da amplitude do angulo ABC’.

2. Exploracdo matematica. Na pergunta 1.1., pretende-se que os alunos formulem uma
conjectura do tipo “a soma das amplitudes dos angulos internos de um triangulo €
180°”. No entanto, o professor ndo deve forcar o enunciado desta conjectura se os alu-
nos chegarem a valores diferentes devido a inevitaveis erros de leitura associados ao
desenho de figuras.

Ainda na primeira questdo, pretende-se que os alunos induzam o valor da soma das
amplitudes dos angulos internos de um triangulo (perguntas 1.1. e 1.2.) e que deduzam
que esse valor é 180°, atraves de uma sequéncia de perguntas (2.1., 2.2., 2.3.) reorgani-
zadas numa pequena demonstracdo (que culmina nas perguntas 2.4. e 2.5.). A demons-
tracdo assenta no facto de que os pares de angulos ABD, BAC e CBE, ACB tém a
mesma amplitude, por serem alternos internos, e que a soma dos angulos ABD, CBE e
ABC é 180° o que permite concluir que a soma dos angulos internos do triangulo é
180°.

Se os alunos estiverem a trabalhar com papel e lapis (PL), a discussdo final da tarefa
pode incluir um dialogo semelhante a este (que é ficticio):

P. Qual é a relacdo entre os angulos ABD e BAC?
Al. S&o iguais. N6s medimos os angulos e vimos que sao iguais.

P. Mas... Sdo exactamente iguais ou aproximadamente iguais? O que é que acontece
guando fazemos uma medicao?

A2. Ha sempre um erro. O erro pode ser grande ou pequeno, mas ha sempre um erro.
P. Muito bem.

A3. Oh! Professor... Mas neste caso os angulos sdo mesmo iguais porque sao alternos
internos.

A4. Séo 0 qué?
A3. Alternos internos! Demos isso 0 ano passado.
P. Queres explicar ao teu colega?

A3. Entdo... A recta que passa por A e por C é paralela a recta que passa por D e por
E; e a recta que passa por A e por B corta essas paralelas. Os angulos ABD e BAC
estdo em lados opostos dessa recta AB e do lado de dentro. Por isso é que se chamam
internos. E os alternos internos sao iguais.

A4. Ah! J& me lembro!

P. Entéo, e no caso dos angulos CBE e ACB?
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A4. E a mesma coisa. Também s&o angulos alternos internos. Por isso s&o iguais.

P. Entretanto, todos chegaram a conclusdo que a soma dos angulos ABD, CBE e ABC
[assinala estes angulos na figura] é um angulo raso, ndo é verdade? Entdo, qual é a
resposta a pergunta 2.4.?

A5. 180°.
P. Como chegaram a essa conclusao?

Ab5. Entdo... Acabamos de ver que a soma daqueles trés angulos da 180° nao é? E
também vimos que o angulo do triangulo com vértice em A € igual ao angulo ABD; e o
angulo do triangulo com vértice em C é igual ao angulo CBE. Portanto, d4 a mesma
coisa.

A6. S agora € que percebi porque é que estava ali a recta DE... No principio achei
esquisito mas agora percebo...

P. Optimo. E se tivéssemos outro triangulo em vez deste? A soma dos angulos internos
ainda seria 180°?

A7. Claro. A soma ndo pode dar um nimero nuns tridngulos e outro nimero noutros.
P. Porgue achas que ndo?

AT7. Porque sdo todos triangulos. Tem que dar sempre a mesma coisa.

A8. Eu acho que se pode fazer o mesmo para outro triangulo qualquer.

P. Queres explicar a tua ideia?

A8. Entdo... Se tivermos outro triangulo, podemos tirar uma paralela a um dos lados
que passe pelo vértice do tridngulo oposto a esse lado. E depois é s6 fazer o0 mesmo que
fizemos para este... Da 180° na mesma. Da sempre...

P. Concordam com este argumento? Muito bem. Quais Sd0 0s v0ss0S comentarios a
afirmacéo do Jodo?

A9. Esta correcta. Porque quando medimos ndo da mesmo, mesmo, 180° E s6 uma
aproximacdo. Mas o raciocinio que acabamos de fazer da sempre certo. Usdmos pro-
priedades que sabemos que sdo certas... S&o sempre certas, portanto, nunca pode dar
erro.

No caso de os alunos terem utilizado um ambiente de geometria dinamica (AGD), a
discussdo final pode incluir um didlogo semelhante ao anterior, uma vez que a diferenca
entre as abordagens ndo altera o raciocinio subjacente de modo significativo — no
ambiente PL os alunos ou tiram conclusdes a partir dos varios tridngulos que constroem
e no AGD fazem-no em resultado do arrastamento de vertices de triangulos.

E natural que os alunos ja estejam convencidos de que a soma dos angulos internos do
tridangulo € 180°, quer pela sua experiéncia anterior, quer pelo que observam no monitor
do computador. Por isso, a indicacdo de razbes que justificam essa propriedade, leva a
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que a demonstracdo tenha um proposito explicativo, para além de contribuir para con-
vencer o0s alunos que ainda tenham reservas sobre a sua validade.

A questdo 4. tem como objectivo relacionar a medida da amplitude do angulo externo
de um vértice de um triangulo com a soma das medidas das amplitudes dos angulos
internos dos outros vértices. Na pergunta 4.2. pretende-se que os alunos deduzam essa
relagao:

/CBD =180°-ZABC (pois os angulos ZABCe ZCBD séo suplementares),

ZACB+ ZBAC+ ZABC =180° (soma das amplitudes dos angulos internos do triangu-
lo). Logo, £CBD = Z/ACB+ ZBAC+ ZABC - ZABC.

Simplificando, ZCBD = ZACB+ ZBAC.

Na pergunta 4.3. pretende-se que os alunos compreendam que a dedugdo que fizeram
em 4.2., embora apoiada num esquema associado a um caso particular, pode ser genera-
lizada a todos os tridngulos.

3. Indicagdes suplementares. Como complemento da aprendizagem, o professor pode
indicar outros problemas e exercicios nos quais sejam utilizados os teoremas estudados
nesta tarefa, nomeadamente

¢ A soma das amplitudes dos angulos internos de um triangulo é 180°;

e A amplitude do angulo externo de um dos veértices de um tridngulo é igual & soma das
amplitudes dos angulos internos dos outros dois Vvértices.

Exploracdes de alunos

Algumas das questdes desta tarefa foram exploradas na sala de aula. Os alunos dispuse-
ram de um AGD e trabalharam aos pares. Observaram-se algumas dificuldades dos alu-
nos em responder a diversas questdes, pois ao focarem a sua atencdo nos valores hume-
ricos que surgiam no monitor, acabaram por dar respostas numéricas a essas questdes,
em vez de prestarem atencdo as relacfes entre as amplitudes dos angulos. Isto pode ter a
ver com o facto que os alunos ndo tinham tido um contacto anterior significativo com
este tipo de software. Por vezes, surgiram também dificuldades na interpretacdo de
alguns termos, como € o caso da palavra “conjectura”.

A seguinte conjectura foi escrita por um aluno na resposta aRfrgunta 1.2
S TN g o :\,Lf*\:*l 8 z{;""‘* 4o,
q‘__)&.vJ‘-c o P o . 1_4\_,\1
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O aluno basicamente descreve o que observa no monitor, mas ndo formula a conjectura
em termos aceitaveis, ao contrario do se verifica na conjectura seguinte:

A woxena Qo8 ,6ma\>\os e amos
¢ Sem ene \e0".

A questdo 2. pretende orientar os alunos na formulacdo de uma cadeia argumentativa,
que demonstre que a soma das amplitudes dos angulos internos de um triangulo é 180°.
Eis alguns dos argumentos que constituem essa cadeia:

O%_ A %‘\B\DS £ ABY 9 /L _HaC 5688 LQREONS . porans SO A
qles toloames O\ torencs.

A o\ . -
Os QgL S L e o /_ACH oo QIS gorgas T6e

FA)
CMaoles e asmog olraamos.
A sormo. dos, 4 aas
Amgolss &4 \go,00°
Nota-se que as duas atirmacoes Iniciais estao justiticadas, o que ndo acontece na ultima.
O professor pode colocar questdes que levem os alunos a justificar todas as afirmacdes
parciais que compdem a cadeia argumentativa que demonstra a conjectura.

Na pergunta 4.1., os alunos, com a experiéncia que vao adquirindo, escrevem conjectu-
ras como a seguinte e tentam encontrar uma demonstracéo (4.3.):

L ORDT £ e ﬁwqg‘so\o OXLno

~

O Qmgule £CB € igual eo &rh%u\o L RAC crrOnS
L AR -
lkemn = 2 macy ZAck |

O exemplo seguinte de resposta a pergunta 4.3., foi escrito pelos alunos durante a dis-
cussao geral, depois de terem tentado responder a questdo em cada grupo. Por vezes foi
necessario que o professor desbloqueasse uma ou outra dificuldade como foi o caso dos
4.° e 5.° passos:

= fosEo-y CRD v L ARC T B

2T 08RO - £ ACD + LCBA + L BAC =\BT

DT oowe —> L AR S &S -2 Ccp
4 ogpo —> LA MEO- L omd L _BAT= BT
S: 0SHO S L ACH Y LBAC = \PO- RS ¥ LCRD
G~ QUSTO - L ACT + /L {AC= L.aDD
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Tarefa 2A — Angulos externos de um triangulo (PL)

1. Constrdi um triangulo ABC. Prolonga os seus lados, como mostra a figura, e acres-
centa os pontos D, E e F.

C
D A Q\F

1.1. Mede as amplitudes dos angulos DAB, EBC e ACF e adiciona as medidas obtidas.
O que concluis?

1.2. Constroi outros triangulos. Para cada um deles, mede as amplitudes dos seus angu-
los externos e adiciona as medidas obtidas. Formula uma conjectura sobre o valor da
soma das amplitudes dos angulos externos num triangulo qualquer.

2. Considera novamente o triangulo ABC da figura anterior.
2.1. Qual é o valor da soma ~ DAB+ / BAC+ ~ EBC+ 2 ABC+ / ACF+ 2 BCA?

2.2. Tendo em atencdo que o valor da soma dos angulos internos de um triangulo é
180°, qual é o valor da soma dos angulos externos no triangulo ABC?

2.3. A conclusdo que tiraste na alinea anterior permaneceria valida se tivéssemos consi-
derado outro tridngulo? Porqué?

3. As figuras seguintes sugerem duas definicdes possiveis para angulo externo.

B B

C
A \\>\D A C

Defini¢cdo 1 Definigéo 2
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3.1. Observa o triangulo ABC da figura. Calcula a soma dos angulos externos deste
tridangulo de acordo com a definicdo 1 e com a defini¢do 2 de angulo externo.

3.2. Qual é a possivel vantagem de se usar a defini¢do 1?
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Tarefa 2B — Angulos externos de um triangulo (AGD)

1. Constrdi um triangulo ABC. Prolonga os seus lados, como mostra a figura, e acres-
centa os pontos D, E e F.

C
D A \>\F

1.1. Mede as amplitudes dos angulos DAB, EBC e ACF e adiciona as medidas obtidas.
O que concluis?

1.2. Arrasta um dos vértices do tridngulo e escreve uma conjectura sobre o valor da
soma dos angulos externos de um tridngulo. Formula uma conjectura sobre o valor da
soma das amplitudes dos angulos externos num triangulo qualquer.

2. Considera novamente o triangulo ABC da figura anterior.
2.1. Qual € o valor da soma ~ DAB+ / BAC+ ~ EBC+ 2~ ABC+ / ACF+ 2 BCA?

2.2. Tendo em atencdo que o valor da soma dos angulos internos de um triangulo é
180°, qual é o valor da soma dos angulos externos no triangulo ABC?

2.3. A conclusdo que tiraste na alinea anterior permaneceria valida se tivéssemos consi-
derado outro triangulo? Porqué?

3. As figuras seguintes sugerem duas defini¢bes possiveis para angulo externo.

C
A \>\D A C

Definigédo 1 Definicéo 2
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3.1. Observa o triangulo ABC da figura. Calcula a soma dos angulos externos deste
tridangulo de acordo com a definicdo 1 e com a defini¢do 2 de angulo externo.

3.2. Qual é a possivel vantagem de se usar a defini¢do 1?
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Tarefa 2 — Angulos externos de um triangulo

Conhecimentos prévios dos alunos

Com o trabalho desenvolvido nos 1.2 e 2.° ciclos, e na tarefa anterior, os alunos devem
ser capazes de:

= Medir, em graus, a amplitude de um angulo;

= Distinguir angulos complementares e suplementares e identificar angulos verti-
calmente opostos, bem como angulos alternos internos;

=  Compreender o valor da soma das amplitudes dos angulos internos de um trian-
gulo.

Aprendizagens visadas
Com o seu trabalho nesta tarefa, os alunos devem:

= Formular, testar e demonstrar conjecturas relacionadas com a soma das amplitu-
des dos angulos externos de um triangulo.

No ambito das capacidades transversais, esta tarefa constitui uma oportunidade para os
alunos:

= Identificarem e usarem raciocinio indutivo e dedutivo;
= Compreenderem o papel das definicbes em matematica;

= Discutirem resultados, processos e ideias matematicos.

Orientacdes para o professor

1. IndicagGes gerais. No 2.° ciclo os alunos estudam o valor da soma das amplitudes dos
angulos externos de um tridngulo, recorrendo a processos informais, apoiados em mate-
riais didacticos ou num ambiente de Geometria Dindmica. Esta tarefa retoma este topi-
co, aprofundando o trabalho ent&o realizado, e utiliza o conhecimento de que a soma das
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amplitudes dos angulos internos de um triangulo é 180° que foi objecto de trabalho na
aula anterior. Mesmo os alunos que nunca trabalharam este topico podem resolver a
tarefa proposta sem necessidade de fazer previamente o que esta indicado no programa
do 2.°ciclo.

A tarefa requer que o aluno use tanto raciocinio indutivo (pergunta 1.2.) como dedutivo
(pergunta 2.3.). Como os alunos tém alguma propenséo para generalizar apressadamente
as conclusdes que tiram no estudo de um nimero reduzido de casos particulares, o pro-
fessor deve sublinhar que essas conclusGes (homeadamente na pergunta 1.2) nédo sao,
necessariamente, validas em todos os casos. A pergunta 2.3. permite ao professor cha-
mar a atencdo dos alunos para o facto de os argumentos apresentados nas perguntas 2.1.
e 2.2. serem validos em geral, para qualquer triangulo, apesar de o raciocinio ter sido
apoiado num esquema que representa um triangulo particular.

Sugere-se que os alunos trabalhnem em pares. A aula deve ser organizada de modo a
contemplar um momento final de discussdo com toda a turma ou um momento de dis-
cussdo colectiva ap06s a questdo 2 e uma nova discussdo no fim da questdo 3. Em qual-
quer destes casos, na discussao do seu trabalho, os alunos devem intervir de modo orga-
nizado, falando um de cada vez, garantindo-se-lhes a oportunidade de expressar as suas
ideias até ao fim e de interpelar os colegas, pedindo-lhes para clarificarem algum aspec-
to da sua intervencdo. O professor pode estimular a troca de ideias levantando algumas
questBes adicionais e redireccionando linhas de argumentagdo pouco Uteis. Este tipo de
situagdes que os alunos aprendem a discutir resultados, ideias e processos matematicos.

No final da discussdo da questdo 3., o professor deve fazer uma sintese do trabalho rea-
lizado, em que d& relevo ao resultado matematico obtido (a soma das amplitudes dos
angulos externos de um tridngulo é 360°) e aos processos usados para obté-lo. E de
salientar que o processo indutivo envolve a analise de casos particulares e, a partir deles,
a formulacdo de conjecturas, ao passo que o raciocinio dedutivo permite garantir a vali-
dade das proposicoes (propriedades) em todos os casos. O professor salienta ainda o
papel das definicbes (em Matematica) na obtencdo de determinadas propriedades e que
as definicOes, frequentemente, sdo adoptadas ndo da forma que parece mais Obvia ou
natural mas da forma que proporciona propriedades matematicas mais interessantes.

2. Exploracdo matematica. O primeiro grupo de perguntas volta a fazer para a soma das
amplitudes dos angulos externos do tridngulo, o que havia sido feito para a soma das
amplitudes dos angulos internos. Inicialmente, os alunos induzem o valor pedido partin-
do da medicdo das amplitudes dos trés angulos externos dos triangulos que constroem
(perguntas 1.1. e 1.2.). Em seguida, deduzem que o valor correcto é 360° (mesmo que
ndo o tenham induzido) numa pequena demonstragéo que utiliza o valor da soma dos
angulos internos do triangulo (perguntas 2.1., 2.2. e 2.3.).

Caso os alunos estejam a trabalhar com papel e lapis, a discussdo final das questdes 1. e
2. pode incluir um didlogo semelhante a este (que é ficticio):
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P. Qual é a soma das amplitudes dos angulos externos do triangulo ABC da figura?
Al. E 360°. Quer dizer... Mais ou menos!

P. E os outros grupos? Qual foi o valor que obtiveram para esta soma?

A2. Foi 0 mesmo. Também deu mais ou menos 360°.

A3. Oh! Professor! Vimos na ultima aula que quando fazemos medi¢des ha sempre um
erro. Por isso é que ndo da exactamente 360°.

P. Muito bem. Entdo... Qual foi a conjectura que elaboraram a partir dos triangulos
que construiram?

A4. A soma dos angulos externos dum triangulo qualquer é sempre 360°.

A5, E giro porque... A soma dos angulos internos é 180° e a dos angulos externos é
360°. E o dobro!

P. Alguém quer explicar porque razao da o dobro?

AZ3. E facil. Se pensarmos num vértice... A, por exemplo. A soma do angulo interno com
0 angulo externo em A da um angulo raso. Como o triangulo tem trés vértices, a soma
de todos os angulos internos e externos da 3 angulos rasos. Mas, sabemos que a soma
dos angulos internos € um angulo raso. Entao, sobram dois angulos rasos...

P. A vossa ideia é a mesma?

A4. Pois, era isso. Porque os angulos internos mais os angulos externos da 3 angulos
rasos. Como os angulos internos ddo um angulo raso os angulos externos tém que dar
dois angulos rasos.

P. Sera que este argumento pode ser aplicado a qualquer tridngulo? Essa era a pergun-
ta 2.3., certo?

AG. Claro... E a mesma coisa. D& para todos os triangulos.

Na terceira questdo, pretende-se que os alunos analisem duas possiveis definicdes de
angulo externo. Na pergunta 3.2., os alunos concluem que se se adoptar a defini¢do 2, a
amplitude do angulo externo passa a ser a soma da amplitude do angulo externo na
definicdo 1 com 180°. Ou seja, a definicdo 2 contém uma parcela de 180° que € ‘inutil’.
Por isso, 0os matematicos adoptam a definicdo 1 que, embora talvez ndo seja a mais
natural, é a mais simples e gera propriedades mais interessantes (por exemplo, “a ampli-
tude do angulo externo de um dos vértices de um triangulo é igual a soma das amplitu-
des dos angulos internos dos outros dois vértices”).

A discussdo final da questdo 3. pode incluir um didlogo semelhante a este (que é ficti-
cio):

P. Qual é a soma das amplitudes dos angulos externos do triangulo ABC da figura, de
acordo com a defini¢cao 1?

Al. E 360°. Foi o que vimos ha bocado.
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P. E os outros grupos? Qual foi o valor que obtiveram para esta soma?
A2. Foi 0 mesmo. Também deu 360°.

P. Muito bem. E qual é o valor da soma de acordo com a defini¢éo 2?
A3. Da 3 angulos giros menos 1 angulo raso.

A4. O qué? N&o percebi nada!

A3, E facil... Olha para o vértice C na definicdo 2. Esta |4 marcado o angulo externo,
nao esta?

A4. Sim.

A3. Entdo... No veértice C, o angulo interno mais o angulo externo da um angulo giro,
ndo da?

A4. Da.

A3. Quantos vértices tem o triangulo?

A4. Tem 3.

A5. Ah! J& percebi! Em cada vértice, o angulo interno mais o angulo externo da um
angulo giro. Portanto, se quisermos s6 0s angulos externos da 3 angulos giros menos a
soma dos angulos internos... que € um angulo raso.

AB. Nos contamos 5 angulos rasos... D& a mesma coisa. E 900°.

A7. Oh! Professor! J& ndo estou a perceber nada! Afinal, o que é o angulo externo?
Nos é que escolhemos?

P. Bem... Na verdade usa-se apenas uma definicdo de angulo externo. Tem que ser
assim, ndo é? Se usassemos mais do que uma definicdo de angulo externo, obteriamos
valores diferentes para a mesma soma. Como neste caso! Ora, isso ndo é desejavel,
pois nao?

A8. Mas aqui usamos duas defini¢des... E ndo da a mesma coisa.

P. E verdade. Mas, usamos duas defini¢des para fazermos uma comparagao. Em Mate-
matica podemos definir conceitos... Podemos dizer ‘isto é assim’... Como bem enten-
dermos. Nos € que decidimos isso. No entanto, algumas defini¢cbes podem ser complica-
das demais... Podem complicar-nos a vida. Vamos comparar as duas defini¢cdes. Qual
delas vos parece a mais natural?

A8. A definigéo 2.
P. Porqué?

A8. Porque... Se 0 angulo interno é o que esta por dentro, 0 externo é o que esta por
foral!

P. E qual delas da calculos mais simples?

A9. A definicdo 1. Tem menos contas...
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P. A soma das amplitudes dos angulos externos na definicdo 1 d& 360° e na definicédo 2
da 900°. Foi o que vimos, ndo foi? Quanto da a mais?

A10. 540°,
P. De onde vém esses 540°?
A10. Ent3o... E a parte que temos que somar a mais... S&0 aqueles 3 angulos rasos.

P. O que resulta desta comparacdo entre as definigdes? Qual é a mais natural... E qual
é a que da menos trabalho de célculo?

All. A mais natural é a 2...A que da menos trabalhoéa l...

P. Se tivessem que escolher uma delas, qual escolheriam?

Varios A. A que d& menos trabalho!

P. Os matematicos também escolheram a definicdo 1. E a definico oficial!
Al12. Entdo é essa que precisamos de saber?

P. Exactamente. Vejam outro aspecto importante. Uma parte do trabalho dos matema-
ticos é descobrir propriedades interessantes. Ha pouco vimos uma propriedade interes-
sante... A soma das amplitudes dos angulos externos de um triangulo é o dobro da
soma das amplitudes dos seus angulos internos. E uma propriedade simples e interes-
sante, ndo acham?

Al12. Eu achei espectacular!

P. Que definicéo foi usada para deduzirmos essa propriedade?

Al2. Foial.

P. E se tivéssemos usado a definicéo 2?

Al12. Ja ndo dava o dobro.

P. Nesse caso iriamos perder uma propriedade interessante, estao a ver?

No caso de os alunos terem utilizado um ambiente de geometria dinamica é natural que
ja estejam convencidos de que a soma dos angulos externos do triangulo é 360°, uma
vez que é o que observam no monitor ao arrastarem qualquer um dos seus Vértices.
Também neste caso a demonstracdo tem um papel predominantemente explicativo,
levando os alunos a compreender as razdes pelas quais a referida soma é igual a 360°.

O professor pode prolongar um pouco mais a exploracdo desafiando os alunos a encon-
trar uma propriedade que relacione a amplitude do angulo externo de um dos vértices de
um tridngulo com a soma das amplitudes dos angulos internos dos outros dois vértices,
recorrendo a definicdo 2. Considerando o triangulo ABC da figura e designando a
medida da amplitude do angulo externo no vértice A (segundo a definicdo 2) por
ZextA, tem-se:

/BAC+ ZACB + ZCBA =180° (soma das amplitudes dos angulos internos),
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ZextA + A =360° (a soma da amplitudes dos angulos interno e externo em cada vértice
é um angulo giro, segundo a definicao 2)

ZextA+A = Z(LBAC + ZACB + ACBA) (pelas relacGes anteriores)

ZextA =180°+~/ACB + ZCBA (simplificando a relagéo anterior)

B

°C

Obter-se-ia assim a propriedade: “Num triangulo, a amplitude do angulo externo num
veértice é igual a soma das amplitudes dos angulos internos nos outros dois vértices com
um angulo raso”.

3. Indicagdes suplementares. Como complemento da aprendizagem, o professor pode
indicar problemas e exercicios nos quais sejam utilizados os teoremas estudados nesta
tarefa, nomeadamente

¢ A soma das amplitudes dos angulos internos de um triangulo é 180°;

¢ A amplitude do angulo externo de um dos vértices de um triangulo é igual a soma das
amplitudes dos angulos internos dos outros dois vértices;

e A soma das amplitudes dos angulos externos de um triangulo é 360°.
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Tarefa 3 — Resolucéo de problemas em triangulos (PL)

Responde as seguintes questdes apresentado os calculos que efectuares.

1. Nas figuras seguintes estdo representados os tridngulos ABC e DBE, em que os lados
AC e DE séo paralelos.

1.1. Qual é a amplitude do angulo DEB?

I

P
L

1.2. Qual é a amplitude do angulo ABC e do angulo FDE?

A G

2. Nas seguintes figuras esta representado um triangulo ABC.

2.1. Se o triangulo ABC for equilatero, qual é a amplitude do angulo CBD?
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2.2. Entre que valores pode variar a amplitude do angulo DBC?

A

3. Nas seguintes figuras a recta EF é um eixo de simetria do quadrilatero ABCD.
3.1. Qual é a amplitude do angulo EBC?

3.2. Qual é a amplitude do angulo ECD?
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4. Na seguinte figura estdo representados os triangulos ABC e DEF. A recta GH € para-
lela ao lado AB. Qual é a amplitude do angulo ACB?

o

P
L

5. Na seguinte figura esta representado o triangulo ABC, que respeita as seguintes con-
dicoes:

DF é perpendicular a AB (DF L AB)

GF € perpendicular a AC (GF L AC)

EF é perpendicular a BC (EF L BC)
Qual é a amplitude do angulo ABC?

22 25°

a
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Tarefa 3 — Resolucao de problemas em triangulos

Conhecimentos prévios dos alunos

Com o trabalho desenvolvido nas tarefas anteriores, os alunos devem ser capazes de:

= Compreender relagdes entre elementos de um triangulo (lados, angulos internos
e angulos externos) e usa-las na resolucao de problemas;

= Compreender o valor da soma das amplitudes dos angulos internos e externos de
um triangulo;

= Distinguir angulos complementares e suplementares e identificar angulos verti-
calmente opostos, bem como angulos alternos internos.

Aprendizagens visadas

Com o seu trabalho nesta tarefa, os alunos devem:

= Ser capazes de resolver problemas envolvendo a soma dos angulos internos e
externos de um triangulo.

No ambito das capacidades transversais, esta tarefa constitui uma oportunidade para os
alunos:

= |dentificar os dados, as condi¢des e o objectivo de um problema;

= Conceber e por em prética estratégias de resolucdo de problemas, verificando a
adequacdo dos resultados obtidos e dos processos utilizados;

= Discutir resultados, processos e ideias matematicos.

Orientacdes para o professor

1. IndicacOes gerais. Esta tarefa foi pensada para que os alunos prossigam o trabalho
iniciado na tarefa 1, onde estudaram propriedades relacionadas com os angulos internos
e externos de um triangulo, recorrendo a conceitos ja estudados no 2.° ciclo (incluindo
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angulos complementares, suplementares, correspondentes, verticalmente opostos e
alternos internos). Sugere-se que o professor seleccione alguns dos problemas propos-
tos, se pretender utilizar apenas um bloco lectivo. Caso decida utilizar dois blocos,
podera dividir a tarefa em duas partes: (i) questdes 1 e 2 e (ii) questdes 3, 4 e 5.

Esta tarefa podera ser realizada em grupo, com um momento de discusséo final para que
os alunos apresentem as suas resolucgdes e analisem as resolugdes dos colegas. Durante
o trabalho de grupo, o professor observa de perto a actividade dos alunos, procurando
ndo responder directamente as questdes que estes possam colocar, mas devolvendo-lhes
essas questbes, de modo a que eles possam continuar o seu raciocinio. Além disso, o
professor intervém, se necessario, ajudando os alunos a assumirem uma melhor organi-
zacdo do trabalho e a aperfeicoarem a comunicacgédo dentro do grupo, discutindo resulta-
dos, processos e ideias matematicos.

Na sintese final, o professor chama a atengdo para o que sdo os dados, condicGes e
objectivos de um problema. Além disso, da relevo ao facto de existirem estratégias dife-
rentes na resolugcdo de um mesmo problema e discute com os alunos a existéncia de
estratégias mais economicas na resolucdo de um problema, mesmo que nao se utilize
toda a informacdo presente no respectivo enunciado.

2. Exploracdo matematica. Na questdo 1., uma estratégia para resolver os problemas
propostos passa pela utilizacdo da igualdade das amplitudes de angulos de lados parale-
los, em particular, os angulos internos alternos. Na resolucdo destes problemas os alu-
nos devem ser capazes de usar os conhecimentos ja aprendidos sobre a soma de angulos
internos de um triangulo.

Na pergunta 1.1., a resolucdo pode basear-se nas seguintes estratégias, sendo desejavel
que sejam ambas abordadas na discussao final:

Estratégia 1:
Z/ABC+ /BCA + ZCAB=180° (soma dos angulos internos de um triangulo)
/BCA =180-40-60=80°
/BCA = Z/BED (angulos correspondentes).

Logo, £BED=80°
Estratégia 2:

/BAC = /BDE =60° (angulos correspondentes)
/DBE + #BED + #BDE =180° (soma dos angulos internos de um triangulo)
Logo, £BED =180-40-60=80°
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Na pergunta 1.2., a resolucdo pode passar por varias estratégias (utilizando angulos ver-
ticalmente opostos e angulos suplementares e o facto que a amplitude do angulo externo
de um dos vértices € igual a soma dos angulos internos dos outros vértices). Por exem-
plo,

/BAC=/DEB=60° (angulos internos alternos)
Z/ABC + Z/BCA + /BAC =180° (soma dos angulos internos de um triangulo
/ABC=180-40-60=80°.
e
Z/EBD = ZBCA =40° (&ngulos internos alternos)

Como ZEBD e «FDE sdo angulos suplementares, ~FDE =180-40=40°.

A primeira pergunta da questéo 2. serve para que os alunos contactem desde logo com a
situacdo problematica que € apresentada na segunda alinea. O facto de o triangulo ser
equilatero implica que a amplitude do angulo ABC é 60° e, portanto, a amplitude do
angulo DBC, que é suplementar do angulo ABC é 120°. Qutro raciocinio possivel tem
por base a propriedade da amplitude do angulo externo de um dos vértices ser igual a
soma das amplitudes dos angulos internos dos outros vertices.

A pergunta 2.2. pode dar origem a um dialogo matematico muito rico entre os alunos,
uma vez que se refere a variagdo da amplitude do angulo DBC, que depende da ampli-
tude dos angulos CAB e BCA. E natural que esta situagdo leve a discusso sobre a exis-
téncia ou ndo do triangulo nos casos limite: pode o angulo DBC medir 0° ou 180°? Nes-
te caso, como em muitos outros, a figura degenerada ja ndo tem as mesmas propriedades
da figura original.

Para responder a questdo 3. é preciso utilizar: (i) numa figura com um eixo simetria,
angulos correspondentes tém a mesma amplitude; (ii) a soma das amplitudes dos angu-
los internos de um triangulo é 180°; e (iii) a soma das amplitudes de angulos suplemen-
tares é 180°.

A resposta ao problema da questdo 4. implica seleccionar uma estratégia entre varias e
leva-la até ao fim. O professor pode discutir com os alunos que estratégia é a mais eco-
nomica em termos de passos e quais deveriam ser as condi¢bes minimas dadas no enun-
ciado do problema que permitissem ainda resolvé-lo.

A propésito da questdo 4., o professor pode referir que no enunciado de um problema
eventualmente ha informacéo irrelevante — neste caso o valor da amplitude do angulo
BEF (40°). No problema da questdo 5. o professor pode discutir com os alunos o facto
de aparentemente BG ser um eixo de simetria do triangulo ABC, concluindo-se que se 0
fosse essa informacgdo deveria estar contemplada no enunciado.

Para resolver a questdo 5., os alunos podem utilizar varios caminhos. Por exemplo,
podem calcular as amplitudes dos angulos DAC e ECA, que séo angulos internos dos
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triangulos ADC e AEC, respectivamente. Na sua resolucdo, os alunos podem pensar que
BG é um eixo de simetria, mas isso ndo pode ser assumido, uma vez que se tal aconte-
cesse, o triangulo ABC teria que ser isosceles ou equilatero, o que nédo é referido no
enunciado.

3. Indicagdes suplementares. Como complemento da aprendizagem, o professor pode
sugerir que os alunos inventem problemas semelhantes aos que resolveram nesta tarefa.
Pode ainda sugerir que os alunos visitem paginas da Internet que contém exemplos
dindmicos que envolvem triangulos.
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Tarefa 4A — Investigando congruéncias de triangulos (PL)

Vamos usar instrumentos de desenho para investigar questdes relacionadas com a con-
gruéncia de tridngulos. Para verificares se dois triangulos sdo congruentes podes sobre-
po6-los para ver se coincidem, usando, por exemplo, um acetato. No final de cada ques-
tdo, redige as conclusdes a que chegaste, apresentando exemplos que as ilustrem. Pre-
tende-se que descubras o nimero minimo de lados e &ngulos de um triangulo que é
necessario serem iguais para que os dois tridngulos sejam congruentes.

1. Constroi um tridngulo a partir de trés segmentos de recta a tua escolha. Depois disso
procura construir um tridngulo diferente do inicial usando segmentos de recta com o0s
mesmos comprimentos dos anteriores.

1.1. Sera que dois triangulos com os trés lados congruentes sao sempre congruentes?

2. Constroi um triangulo com trés angulos a tua escolha. Depois disso tenta construir
um triangulo diferente do inicial usando angulos com as mesmas amplitudes dos ante-
riores.

2.1. Sera que dois triangulos com os trés angulos congruentes sdo sempre congruentes?

3. Constroi um tridngulo a partir de dois segmentos de recta e de um angulo que eles
formam, a tua escolha, por exemplo AB e AC. Depois disso tenta construir um triangulo
diferente do inicial usando as medidas anteriores. Nota que o angulo em causa é forma-
do pelos segmentos de recta que escolheste.

A cC

O-ingule-BAC-¢ formade-pelos lados- AB -2 AC-do-trigngulo- ABC.

3.1. Dois lados de um triangulo e um angulo formado por eles sdo congruentes aos ele-
mentos correspondentes de outro triangulo. Nestas condic¢des os triangulos sdao sempre
congruentes?
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4. Constréi um triangulo a partir de dois segmentos de recta a tua escolha e de um angu-
lo ndo formado por eles. Depois disso, tenta construir um tridngulo diferente do inicial
usando as mesmas medidas. Nota que o angulo em causa ndo é formado pelos segmen-
tos de recta que escolheste.

4.1. Dois lados de um triangulo e um angulo ndo formado por eles sdo congruentes aos
elementos correspondentes de outro tridngulo. Nestas condi¢fes os triangulos sdo sem-
pre congruentes?

5. Constroi um triangulo a partir de um segmento de recta AC a tua escolha e de dois
angulos que tém esse segmento como lado comum. Depois disso, tenta construir um
triangulo diferente do inicial usando as mesmas medidas.

A C
0 lzde AC do trifngule ABC £ comum zos fngules BAC e BCA.

5.1. Dois angulos de um triangulo que tém um lado comum s&o congruentes com 0s
elementos correspondentes de outro tridngulo. Nestas condigfes os tridangulos sdo sem-
pre congruentes?

6. Constroi um triangulo a partir de dois angulos a tua escolha e de um segmento de
recta ndo comum a esses angulos (por exemplo AB). Depois disso, tenta construir um
triangulo diferente do inicial usando as mesmas medidas.

A C
0 lzdo AE do trifngule ABC nio £ comum zos ngules BAC e BCA.

6.1. Dois angulos de um triangulo que ndo tém um lado em comum sdo iguais aos ele-
mentos correspondentes de outro triangulo. Nestas condic¢des os tridngulos sdo sempre
congruentes?
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Tarefa 4B — Investigando congruéncias de triangulos (AGD)

Dois triangulos sdo congruentes se tém, de um para o outro, os trés lados e os trés angu-
los congruentes.

Ao longo desta tarefa, utilizando o software de geometria dindmica, vais construir trian-
gulos de véarias maneiras e compara-los dois a dois. Pretende-se que descubras o nimero
minimo de lados congruentes e angulos congruentes que dois triangulos tém que ter
para podermos garantir que sdo congruentes.

1. Constréi um triangulo usando trés segmentos de recta a tua escolha e mede o com-
primento dos seus lados e a amplitude dos angulos internos.

1.1. Constrdi outro triangulo numa posicdo diferente do primeiro, mas usando segmen-
tos de recta com 0s mesmos comprimentos dos anteriores e mede a amplitude dos angu-
los internos deste novo triangulo. Compara este tridangulo com o primeiro. O que verifi-
cas?

1.2. Seré que dois triangulos com os trés lados congruentes sdo sempre congruentes?

2. Constrdi um triangulo usando trés angulos a tua escolha e mede o comprimento dos
seus lados e a amplitude dos seus angulos internos.

2.1. Constroi outro triangulo numa posicéo diferente do primeiro, mas usando angulos
com as mesmas amplitudes dos anteriores. Compara este tridngulo com o primeiro. O
que verificas?

2.2. Sera que dois triangulos com os trés angulos congruentes sdo sempre congruentes?

3. Constroi um tridngulo a partir de dois segmentos de recta e de um angulo que eles
formam, por exemplo AB e AC.

A C

0-fngulo-BAC-&formado-pelos lados- AB = AC-do-trifngule- ABC.
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3.1. Constroi outro triangulo numa posicdo diferente do primeiro, mas usando as mes-
mas medidas do tridngulo anterior, para os comprimentos de dois dos seus lados e para
a amplitude do angulo que eles formam. Compara este tridngulo com o primeiro. O que
verificas?

3.2. Dois lados de um triangulo e um angulo formado por eles sdo congruentes aos ele-
mentos correspondentes de outro triangulo. Nestas condic¢des os triangulos sdo sempre
congruentes?

4. Constréi um triangulo a partir de dois segmentos de recta e de um angulo de modo a
gue o angulo nao seja formado pelos dois segmentos de recta.

4.1. Constrdi outro triangulo nestas condi¢des, numa posi¢do diferente do primeiro, mas
usando as medidas anteriores. Compara este triangulo com o primeiro. O que verificas?

4.2. Dois lados de um tridngulo e um angulo ndo formado por eles sdo congruentes aos
elementos correspondentes de outro tridngulo. Nestas condi¢fes os triangulos sdo sem-
pre congruentes?

5. Constroi um triangulo a partir de um segmento de recta AC e de dois angulos que tém
esse segmento como lado comum.

A C
0 lzde AC do trifngule ABC £ comum zos fngules BAC e BCA.

5.1. Constroi outro triangulo numa posicdo diferente do primeiro, mas usando um lado
com o mesmo comprimento do anterior e dois &ngulos com a mesma amplitude, que
também tenham esse segmento como lado comum. Compara esse tridangulo com o ante-
rior. O que verificas?

5.2. Dois angulos de um triangulo que tém um lado comum s&o congruentes com 0s
elementos correspondentes de outro triangulo. Nestas condi¢fes os triangulos sdo sem-
pre congruentes?
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6. Constroi um triangulo a partir de dois angulos a tua escolha e de um segmento de
recta ndo comum a esses angulos (por exemplo AB).

A C
0 lade AB do trifngule ABC n2e £ comum 2oz Sngules BAC « BCA.

6.1. Constréi outro tridngulo numa posicéo diferente do primeiro, mas usando um lado
com 0 mesmo comprimento do anterior e dois angulos com as mesmas amplitudes dos
anteriores, que também ndo tenham esse segmento como lado comum. Compara esse
triangulo com o anterior. O que verificas?

6.2. Dois angulos de um triangulo que ndo tém um lado em comum sdo iguais aos ele-
mentos correspondentes de outro triangulo. Nestas condicdes os triangulos sdao sempre
congruentes?
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Tarefa 4 — Investigando congruéncias de triangulos

Conhecimentos prévios dos alunos

Com o trabalho desenvolvido nos 1.° e 2.° ciclos, os alunos devem ser capazes de:

= Construir triangulos sendo dados os comprimentos dos trés lados, os compri-
mentos de dois lados e a amplitude do angulo por eles formado, ou as amplitu-
des de dois angulos e o comprimento do lado comum a esses angulos;

= Medir, em graus, a amplitude de um angulo e construir um angulo sendo dada a
sua amplitude.

Aprendizagens visadas

Com o seu trabalho nesta tarefa, pretende-se que os alunos:

= Compreendam a nocdo de congruéncia de triangulos;

= Conhecam os critérios LLL, LAL e ALA de congruéncia de triangulos.

No ambito das capacidades transversais, esta tarefa constitui uma oportunidade para os
alunos:

= Compreenderem o que é uma conjectura, um teorema, um exemplo e um contra-
exemplo;

= Interpretarem informacéo, ideias e conceitos representados de diversas formas,
incluindo textos matematicos.

Orientacdes para o professor

1. IndicacOes gerais. Nesta tarefa os alunos tém oportunidade de raciocinar indutiva-
mente, formulando conjecturas a partir dos casos particulares que analisam. Os alunos
tém de interpretar informacéo, ideias e conceitos, com destaque para 0s conceitos de
congruéncia e critério de congruéncia.
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Na tarefa 4A, a utilizacdo dos acetatos permite verificar de forma eficaz a congruéncia
dos triangulos. Na tarefa 4B sera possivel verificar as diversas situagfes num maior
namero de casos. Se ndo houver possibilidade dos alunos usarem, eles mesmos, compu-
tadores para realizar a investigacdo, o professor também pode efectua-la interagindo
com a turma, usando um computador e um projector de dados. Neste caso, o professor
efectua as construcdes geométricas e vai colocando oralmente questdes a turma. Pode
solicitar que varios alunos o co-adjuvem, realizando as construgdes geomeétricas.

Qualquer que seja a opgéo, o professor pode comecar por introduzir informalmente a
nocao de congruéncia dizendo, por exemplo: Em geral os CD séo fabricados com forma
circular e 12 cm de diametro. Por isso, se tivermos dois CD deste tipo podemos sobre-
p6-los e ficamos com a sensacdo de ter apenas um CD um pouco mais grosso. No
entanto, também existem CD com forma circular e 8 cm de didmetro. Podemos sobre-
por totalmente um CD destes a um dos anteriores? Neste caso, embora a forma seja a
mesma, o0 tamanho é diferente. Em Matematica, as figuras que tém a mesma forma e as
mesmas dimensfes chamam-se congruentes. Quer dizer, podemos deslocar uma delas e
sobrepb-la & outra, de modo que ndo conseguimos distingui-las. Quando é que dois
circulos sdo congruentes? [Quando tém o mesmo raio] E dois segmentos de recta?
[Quando os seus comprimentos tém a mesma medida] E dois angulos? [Quando as suas
amplitudes tém a mesma medida] E dois tridngulos? [Quando forem congruentes os
pares de lados correspondentes — ou homélogos — e os pares de angulos correspondentes
— ou homélogos — nos dois triangulos].

Em seguida, os alunos organizam-se em grupos com vista trabalhar a tarefa proposta. O
objectivo € que induzam os critérios LLL, LAL e ALA de congruéncia de triangulos.
No caso da tarefa 4A, as construgdes de triangulos associadas a esta investigacdo podem
realizar-se recorrendo a régua, compasso e transferidor que devem estar disponiveis
para utilizagdo dos alunos. Grupos diferentes podem investigar questfes diferentes da
tarefa. Se os alunos tiverem muita dificuldade em escolher angulos e/ou segmentos de
recta para efectuar as construgdes, o professor pode sugerir-lhes medidas concretas (por
exemplo, na questdo 1 sugerir a um grupo, para os lados de um triangulo, as medidas 7,
8 e 9; a outro grupo, as medidas 8, 9 e 10; etc.).

Depois do periodo de exploracdo, os diversos grupos redigem as suas conclusdes. O
professor conduz uma discusséao final em que integra as contribui¢des dos diversos gru-
pos. As conclus@es dos alunos sdo apresentadas na forma de conjectura, nos casos em
que nao forem apresentados contra-exemplos. Por exemplo, os alunos conjecturam que
trés lados de um tridngulo bastam para construir um triangulo congruente porgque nao
conseguem construir nenhum que nédo o seja. Por outro lado, concluem que conhecer 0s
trés angulos de um triangulo ndo € suficiente para construir um triangulo que seja con-
gruente com ele e apresentam um contra-exemplo. Esta discussdo € assim uma boa
oportunidade para os alunos aprenderem a distin¢do entre “conjectura” e “teorema” bem
como entre “exemplo” e “contra-exemplo”. E importante acentuar a ideia de que, apesar
de todos os exemplos encontrados confirmarem certa conjectura, ndo ha garantia de que
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ndo existam contra-exemplos. Dai a necessidade de provar logicamente as conjecturas
ou refuta-las. No entanto, no caso das conjecturas correctas a que os alunos chegaram
nesta tarefa, o professor informa que sdo verdadeiras sem que proponha aos alunos a
respectiva demonstracdo uma vez que nao se pretende que eles saibam demonstré-las.
Em particular, o professor identifica os critérios LLL, ALA e LAL de congruéncia de
triangulos.

Na sintese final, o professor pGe em relevo o conceito de congruéncia de triangulos bem
como os resultados matematicos alcancados através da tarefa, designadamente os crité-
rios LLL, LAL e ALA de congruéncia de triangulos. Pode referir, novamente, a distin-
cdo entre exemplo e contra-exemplo, e entre conjectura e teorema.

2. Exploracdo matemética. Um contra-exemplo para a questdo 2. é dado pelos tridngu-
los ABC e ADE da figura. De facto, admitindo que os lados BC e DE séo paralelos, os
trés angulos sdo congruentes. 1sso acontece porque o0 angulo com vértice em A é comum
aos dois triangulos e os angulos ABC e ADE bem como os angulos ACB e AED séo
congruentes por serem angulos correspondentes relativamente as secantes AD e AE,

respectivamente. No entanto, os triangulos ndo sdo congruentes.
E

C

A B D

Os alunos talvez ndo cheguem facilmente a um contra-exemplo para a questdo 4., que
pretende averiguar-se se LLA também é um caso de congruéncia de triangulos. A figura
seguinte fornece um possivel contra-exemplo. De facto, os triangulos ABC e ABD néo
sdo congruentes apesar de terem o angulo A em comum, o lado AB em comum e 0s
lados BC e BD também congruentes.

Como AAL ¢ um critério de congruéncia valido (questdo 6.), os alunos ndo obterdo con-
tra-exemplos. Contudo, ndo se pretende que conhecam este critério.
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Tarefa 5 — Usando critérios de congruéncia (PL)

1. Considera o quadriladtero ABCD da figura em que E € o ponto de interseccao das suas
diagonais. Sabe-se que AE=DE e BE=CE.

B C

A D

1.1. Mostra que os triangulos ABE e DCE séo congruentes.

1.2. Podemos afirmar que AB = CD ? Porqué?

2. Um agrimensor romano (cerca de 180 d.C.) usou triangulos congruentes para deter-
minar a largura de um rio numa determinada zona do seu leito. Comecgou por tragar uma
recta AB ao longo da margem onde se encontrava. Num ponto C tirou uma perpendicu-
lar CG a AB. Colocou uma estaca no ponto médio, E, de AC. De A fixou um ponto F na
outra margem, sendo AF perpendicular a AC. Finalmente, descobriu um ponto D a par-
tir do qual observou os pontos E e F de modo que D, E e F estivessem sobre a mesma
recta. B

Rio C D G
[

2.1. O agrimensor concluiu que os tridngulos ECD e EAF sdo congruentes. Esta conclu-
sdo e correcta? Porqué?

2.2. A afirmacdo “A largura do rio na zona do ponto A ¢ igual ao comprimento do seg-
mento CD” é verdadeira ou falsa. Porqué?
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3. Num livro publicado em Veneza no séc. XVI menciona-se um método baseado na
congruéncia de triangulos para calcular a largura de um rio num determinado troco. Ini-
cialmente, fixa-se um dispositivo de observacdo no ponto A, perpendicularmente ao
ch&o. Este dispositivo é constituido por um braco com duas miras (em C e D) que se
pode mover em torno de B. Um observador mira a outra margem através de CD fixando
um ponto E. Estabiliza-se o brago mdvel segundo o angulo obtido, ABE, e o dispositivo
roda até o observador conseguir ver o ponto F. Conclui-se entdo que AE =AF. Esta
concluséo é correcta? Porqué?

4. Os pedreiros usam uma ferramenta chamada fio-de-prumo. Os fios-de-prumo podem
ter como suporte um tridngulo is6sceles. No tridngulo ABC da figura AC=BC e
AD =BD . Do Vvértice C estd suspenso um fio que oscila livremente e tem um peso de
chumbo na outra extremidade. Quando o fio para de oscilar, se 0 peso de chumbo apon-
tar para o ponto D entdo AB L CD. Justifica esta concluséo.
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5. Um outro suporte para o fio-de-prumo consiste num quadrilatero ABCD. Do vértice
D esta suspenso um fio que oscila livremente com um peso de chumbo na outra extre-
midade. Que condi¢bes devem verificar-se para que, quando o fio para de oscilar e
coincide com BD, AC e DE sejam perpendiculares? Porqué?

6. Pretende calcular-se a distancia entre duas arvores situados a beira de um lago nos
pontos A e B. Para tal, colocou-se uma estaca num ponto C e outra num ponto D de
modo que os pontos B, C e D estdo sobre a mesma recta e CD = BC. Colocou-se uma
outra estaca em E tal que A, C e E estdo também sobre uma mesma recta e AC =CE.
Com esta construcdo, podemos concluir que a distancia entre as arvores € igual ao com-
primento do segmento DE? Justifica a tua resposta.
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7. A e B sdo dois pontos situados em duas ilhotas fluviais. Pretende determinar-se a
distancia entre A e B. Fixa-se uma estaca em terra num certo ponto C colinear com A e
B, & nossa escolha. Fixa-se outra estaca em D de tal modo que AC L CD. Tomamos 0
ponto médio do segmento de recta CD, que designamos por E. Tracamos uma recta r
perpendicular a CD que passa por D. Finalmente, marcamos os pontos G e F que resul-
tam da interseccdo das rectas BE e AE com r, respectivamente. Entdo, GF representa a
distancia entre as ilhotas. Porqué?

8. Explica porque a figura seguinte € impossivel.

—

K
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9. Observa a figuraem que AB L AD, AB=AD, DE=BC ¢ ZADE = ZABC.

D

Indica, justificando:
9.1. Um triangulo congruente com ADE.

9.2. Um triangulo congruente com FDC.

10. Nas condicGes da figura, pode concluir-se que os triangulos ABC e DEC sao con-
gruentes? Porqué?
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Tarefa 5 — Usando critérios de congruéncia

Conhecimentos prévios dos alunos

Com o trabalho desenvolvido nas tarefas anteriores, os alunos devem ser capazes de:

Construir triangulos sendo dados o comprimento dos trés lados, o comprimento
de dois lados e a amplitude do angulo por eles formado, ou 0 comprimento de
um lado e a amplitude dos dois angulos com esse lado comum;

Utilizar relagcbes entre elementos de um triangulo (lados, angulos internos e
angulos externos) na resolucéo de problemas;

Distinguir angulos complementares e suplementares e identificar angulos verti-
calmente opostos e angulos alternos internos.

Aprendizagens visadas

Como

seu trabalho nesta tarefa, os alunos devem:
Conhecer os critérios de congruéncia de triangulos LLL, LAL e ALA;

Ser capazes de utilizar os critérios de congruéncia de triangulos na construcéo de
triangulos, na resolucdo de problemas e na justificacdo de propriedades de figu-
ras.

No ambito das capacidades transversais, esta tarefa constitui uma oportunidade para os

alunos:

Identificarem os dados, as condic¢des e 0 objectivo de um problema;

Conceberem e porem em pratica estratégias de resolucdo de problemas, verifi-
cando a adequacéo dos resultados obtidos e dos processos utilizados;

Exprimirem processos e ideias matematicos, oralmente e por escrito, utilizando a
notacdo, simbologia e vocabulario proprios.

Orientacdes para o professor

1. Indicacgdes gerais. O professor comeca por relembrar os critérios LLL, ALA e LAL
de congruéncia de triangulos. Informa os alunos de que estes critérios podem ter aplica-
¢do tanto em situagdes matematicas como em situacdes praticas. Em seguida os alunos
resolvem a tarefa individualmente.
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N&o é necessario que os alunos resolvam todas as questdes da tarefa. O professor pode
optar por propor a resolucdo de algumas questdes. Assim, os alunos podem resolver a
questdo 2. ou a 3., a questdo 4. ou a 5., e a questédo 6. ou a 7., consoante o professor con-
siderar mais adequado em cada caso.

Os alunos devem ter cerca de 60 minutos do tempo total do bloco para resolver a tarefa,
sendo o tempo restante usado para a introducgdo e para a sintese final. Enquanto os alu-
nos resolvem a tarefa, o professor vai interagindo com eles para esclarecer davidas pon-
tuais. Deve ser dada oportunidade aos alunos de apresentar as suas resolugdes, estimu-
lando-se, deste modo, que exprimam 0s processos e ideias matematicos utilizados. Os
comentarios do professor e dos alunos a essas resolucdes contribuem para clarificar
questdes de notacao e vocabulario préoprios deste tdépico do programa. Na resolucéo dos
problemas, os alunos devem ser encorajados e identificar os dados, as condi¢des e 0
objectivo de um problema, valorizando-se as diferentes estratégias de resolucdo bem
como a verificacdo a adequacao dos resultados.

Na sintese final, o professor sublinha a importancia dos critérios de congruéncia de
triangulos para resolver problemas. Pode recapitular ainda, em algumas questdes que 0s
alunos resolveram, 0s passos necessarios para garantir a congruéncia de dois triangulos
e como isso permite retirar as conclusdes pretendidas.

2. Exploracao matemética. Na questdo 1., é importante salientar que a congruéncia dos
triangulos ABE e DCE (critério LAL) garante que todos os lados e angulos homélogos
sdo congruentes. Em particular, AB e CD sdo congruentes. O professor deve sublinhar
que podemos garantir a congruéncia de angulos e segmentos de recta homélogos a partir
da congruéncia de triangulos correspondentes.

Na questdo 2. é necessario assumir a horizontalidade do chdo. O professor ndo precisa
de o indicar logo no inicio da resolucdo, dando oportunidade aos alunos de assinalarem
essa necessidade. No caso dos alunos ndo o fazerem espontaneamente, o professor deve
indicar esta necessidade durante a discussao da resolucgéo da tarefa. Os tridangulos DCE e
FAE sdo congruentes pelo critério ALA. De facto, CE e AE sdo congruentes porque E é
o0 ponto médio de AC; os angulos com vértices em C e A sdo rectos por construcao; e os
angulos FEA e DEC séo verticalmente opostos. Por conseguinte, AF e CD sdo con-
gruentes.

Na questdo 3., assumindo, novamente, a horizontalidade do chéo, as condic¢Ges do pro-
blema permitem concluir que os triangulos ABE e ABF sé@o congruentes, pelo critério
ALA. Na verdade, os angulos ABE e ABF sao congruentes, atendendo ao modo de fun-
cionamento do dispositivo; AB é comum aos dois triangulos; e os angulos BAE e BAF
sdo rectos visto que o dispositivo é perpendicular ao chdo. Logo, AE e AF sdo con-
gruentes.
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Na questdo 4., da descricdo do fio-de-prumo, concluimos que os triangulos ADC e BDC
sdo congruentes pelo critério LLL. Logo, os angulos ADC e BDC sdo congruentes.
Como, além disso, sdo angulos suplementares, sdo também rectos.

No fio-de-prumo a que se alude na questdo 5. é necessario que os lados AD e CD do
quadrilatero sejam congruentes assim como os lados AB e CB. Se AD e CD néo forem
congruentes, mesmo garantindo que AB e CB 0 sdo, como o fio-de-prumo em repouso
coincide com BD, ndo é perpendicular ao chdo. Ocorre uma situacdo analoga se AB e
CB néo forem congruentes mesmo que AD e CD o sejam. Estas situacdes estdo ilustra-
das nas figuras seguintes:

Se AD e CD forem congruentes bem como AB e CB entéo, pelo critério LLL, os trian-
gulos ABD e CBD séo congruentes. O critério ALA (angulos BAE e BCE; lados AB e
CB; angulos ABE e CBE) garante que os triangulos AEB e CEB também s&o congruen-
tes. Logo, os angulos homologos AEB e CEB sdo congruentes e, sendo suplementares,
séo rectos.

Na pratica, quando um fio suspenso numa das extremidades, com um chumbo na outra
extremidade, para de oscilar aponta para a perpendicular ao chdo. No entanto, pode ser
muito dificil demonstrar isso matematicamente em determinadas condicGes (veja-se,
como exemplo, 0 ‘esquadro’ da figura seguinte).

D

Na questdo 6., basta aplicar o critério LAL aos tridngulos ACB e ECD. De facto, sendo
C o ponto médio dos segmentos BD e AE (por construcdo), podemos garantir que 0s
segmentos BC e DC sdo congruentes, assim como os segmentos AC e EC. Também o0s
angulos ACB e ECD séo congruentes por serem verticalmente opostos.
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Na questdo 7., o critério ALA garante que os triangulos EDG e ECB sdo congruentes
(os angulos de vértices D e C sdo rectos, por construcdo; os lados ED e EC sdo con-
gruentes porque E é o ponto médio de CD; os angulos DEG e DEB sdo verticalmente
opostos) assim como os triangulos EDF e ECA (os angulos de vértices D e C sdo rectos,
por construcdo; os lados ED e EC sdo congruentes porque E é o ponto médio de CD; os
angulos DEF e DEA séo verticalmente opostos). Entdo, os segmentos EG e EB sé&o
congruentes bem como os segmentos EF e EA. Como os angulos GEF e BEA séo verti-
calmente opostos, pelo critério LAL os triangulos EGF e EBA sao congruentes. Logo,
GF e BA, lados homdlogos nestes triangulos, também séo congruentes.

A questdo 8. permite uma demonstracdo por reducdo ao absurdo. De facto, se a figura
for possivel, pelo critério LLL os tridngulos sdo congruentes. Logo, os angulos identifi-
cados nos dois triangulos, por serem homdlogos, sdo congruentes. Quer dizer,
42° =40°, o que € absurdo. O absurdo adveio de termos admitido que a figura é possi-
vel. Portanto, a figura ndo é possivel. E conveniente sublinhar que esta maneira de
raciocinar constitui um método de demonstragdo em Matematica que, em geral, pode ser
esquematizado do seguinte modo:

Queremos demonstrar que uma propriedade P € valida;
Supomos que P ndo é valida;

Chegamos a um absurdo;

Entdo, P tem que ser valida.

Os triangulos ADE e ABC da questdo 9. sdo congruentes (critério ALA). Donde se con-
clui que AC= AE. Como, por hipotese, AB= AD concluimos que CD =EB. Tam-
bém sabemos que ZEFB= ZCFD (angulos verticalmente opostos). Como, por hipdte-
se, Z/ADE = /ZABC concluimos que /BEF=/ZDCF. Assim, pelo critério ALA, 0s
triangulos FDC e FBE s&o congruentes.

Os triangulos ABC e DEC da questdo 10. ndo séo necessariamente congruentes. O lado
homologo a AC é DC e acerca de DC ndo ha qualquer informacéo.

3. Indicagdes suplementares. As questbes 6. e 7. podem ser substituidas por questdes
analogas, em que os alunos tenham oportunidade de realizar construcdes auxiliares e
medigdes no terreno (por exemplo, no patio da escola).
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Tarefa 6 — Elaborando demonstragdes (PL)

No estudo da Geometria podemos formular conjecturas recorrendo a medi¢fes ou con-
fiando nos nossos sentidos. No entanto, como as medigdes envolvem sempre erros e 0S
nossos sentidos podem enganar-nos, para nos certificarmos de que essas conjecturas séo
verdadeiras temos de recorrer ao raciocinio matematico. Para isso, partimos de factos
reconhecidos como verdadeiros e ligamo-los por meio de uma cadeia de afirmacdes
logicamente verdadeiras. Para termos a certeza de que o raciocinio é valido, vamos
registando as justificacbes dos varios passos efectuados até chegarmos a concluséo pre-
tendida. Com este procedimento, estamos a fazer o que os matematicos chamam
‘demonstracdo matematica’.

Recorda 0 exemplo com que comegamos esta aula: Demonstrar que Angulos vertical-
mente opostos sdo congruentes. Vamos recorrer a uma figura para apoiar o raciocinio.
Na figura seguinte, os angulos ABC e DBE séo verticalmente opostos. Vamos demons-
trar que estes angulos sdo congruentes usando somente raciocinio matematico.

Podemos organizar a demonstragédo num esquema a duas colunas: na coluna da esquerda
registamos os Varios passos (as afirmacdes) e na da direita a respectiva justificacao.

Passo Justificacéo

Os angulos ABC e CBE séo suplementares | Z/ABC + ZCBE =180°
Os angulos DBE e EBC séo suplementares | Z/DBE + ZCBE =180°
/ZABC = /DBE /ABC+ /CBE = Z/DBE + ZCBE

A seguir sdo-te propostas algumas questdes em se pretende que uses raciocinio matema-
tico de um modo semelhante ao anterior. Podes organizar as tuas ideias num esquema a
duas colunas.
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1. Os segmentos de recta AE e CD séo paralelos e B é o ponto médio de CE. Mostra que
0s segmentos de recta AB e DB sdo congruentes.

2. Nas condic@es da figura, mostra que os segmentos AD e CD sdo congruentes. Que
outras congruéncias sao validas?
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3. Sabendo que os segmentos de recta AB e DE sdo paralelos e que AC e DE séo con-
gruentes, mostra, se possivel, que os triangulos BAC e DEC séo congruentes.

4. Um esquadro de pedreiro é constituido por duas ‘réguas’ perpendiculares. Explica
como se pode usar um esquadro de pedreiro para bissectar um angulo. Demonstra que o
teu procedimento é correcto.
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Tarefa 6 — Elaborando demonstracdes

Conhecimentos prévios dos alunos

Com o trabalho desenvolvido nas tarefas anteriores, os alunos devem:

= Utilizar relacbes entre elementos de um triangulo (lados, angulos internos e
angulos externos) na resolucdo de problemas.

= Distinguir angulos complementares e suplementares e identificar angulos verti-
calmente opostos e angulos alternos internos;

= Compreender os critérios de congruéncia de triangulos.

Aprendizagens visadas

Com o seu trabalho nesta tarefa, pretende-se que os alunos:
= Compreendam os significados de axioma, teorema e demonstracao;

= Sejam capazes de utilizar critérios de congruéncia de triangulos na elaboracédo de
demonstracgdes.

No ambito das capacidades transversais esta tarefa constitui uma oportunidade para 0s
alunos:

= Distinguirem uma argumentacdo informal de uma demonstracao;
= Fazerem demonstracOes simples;
= Identificarem os dados, as condicGes e 0 objectivo de um problema;

= Conceberem e porem em prética estratégias de resolucdo de problemas verifi-
cando a adequacéo dos resultados obtidos e dos processos utilizados.

Orientacdes para o professor

1. Indicacdes gerais. O professor comega por questionar os alunos: Como sabemos que
angulos verticalmente opostos sdo congruentes? Recorrendo a figura, trata-se de
demonstrar que ZABC = /DBE.
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Talvez alguns alunos refiram que as amplitudes dos angulos em causa podem ser medi-
das e comparadas. Outros talvez afirmem: Vé-se que os angulos sdo iguais pela figura.
O professor sublinha que medi¢fes envolvem erros e que 0s nossos sentidos facilmente
nos enganam. Sendo assim, para termos a certeza de que uma certa propriedade é vali-
da recorremos ao raciocinio matematico. No raciocinio matematico, usamos apenas
propriedades que sabemos que sdo verdadeiras e as regras da ldgica. Convém regis-
tarmos os raciocinios e a sua justificacdo em cada passo ou etapa, desde o inicio até a
conclusdo a que pretendemos chegar. Os matematicos chamam a isto uma demonstra-
cao.

Continua entdo o professor: Vamos, entdo, demonstrar que angulos verticalmente opos-
tos sdo congruentes. Consideramos dois angulos verticalmente opostos a nossa escolha.
Queremos demonstrar que esses angulos sdo congruentes. Podemos recorrer a uma
figura como esta para nos ajudar a raciocinar.

P: Que angulos sdo verticalmente opostos?
Al: Por exemplo, os angulos ABC e DBE.
A2: Ou entdo, os angulos ABD e CBE.

P: Exacto. Fixemos a nossa atengdo nos angulos ABC e DBE. O que pretendemos
demonstrar?

A3: Que esses angulos séo congruentes.

P: Portanto, ja sabemos de onde partimos (dois angulos verticalmente opostos) e onde
pretendemos chegar (esses angulos sdo congruentes). Vamos organizar a nossa
argumentacdo passo a passo tendo o cuidado de justificar todos os passos. Podemos
fazer isso redigindo um pequeno texto ou usando um esquema a duas colunas.

[professor preenche o quadro em interacgéo com os alunos]

Passo Justificacao

Os angulos ABC e CBE séo suplementares /ABC+ ZCBE =180°
Os angulos DBE e EBC séo suplementares /DBE + ZCBE =180°
/ZABC = ZDBE /ABC+ /CBE = Z/DBE + ZCBE
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P: Se tivéssemos usado os outros angulos verticalmente opostos (ou seja, ABD e CBE)
poderiamos fazer o0 mesmo raciocinio?

A4: Sim, era igual.

P: E se tivéssemos usado outra figura e outros angulos verticalmente opostos? Ainda
poderiamos raciocinar da mesma maneira?

A5: Poderiamos. Porque entre dois angulos verticalmente opostos esta um angulo que é
suplementar desses dois e a logica era a mesma.

A sequir, o professor distribui pelos alunos o enunciado da tarefa. Esta tem quatro ques-
tes, em que se pretende que os alunos elaborem demonstragdes breves usando os crité-
rios de congruéncia. A introducdo da tarefa recorda o inicio da aula e pode ser usada
pelos alunos como apoio para a resolugdo das questdes. Prevé-se que a resolucdo e a
discussdo da tarefa ocupem cerca de dois tercos do tempo atribuido a esta tarefa.

Na sintese da tarefa o professor realca a diferenca entre argumentos informais (por
exemplo, apoiados em medigdes ou observagdo de figuras) e demonstracbes matemati-
cas e recorda as principais estratégias de resolucao de problemas usadas pelos alunos.

Para finalizar, apds a discussdo e sintese da tarefa, o professor pode referir-se a figura
de Euclides e a sua obra Elementos (cerca de 300 a.C.) salientando que a maneira como
este livro esta organizado ainda € a seguida pelos matematicos actuais. Os Elementos de
Euclides tém uma organizacdo axiomatica, em que se assume que determinadas afirma-
cBes sdo verdadeiras (axiomas®) e a partir delas, usando as regras da légica, demons-
tram-se outras afirmacgdes (proposicdes).

Em seguida, pode analisar-se brevemente a demonstracdo da primeira proposicado desta
obra: Dado um segmento de recta, construir um triangulo equilatero que tenha o seg-
mento como lado (ver anexo). Este € um bom exemplo para realcar a distingdo entre
uma afirmacdo que necessita de ser demonstrada (a proposicdo em causa) e as afirma-
¢Oes tomadas como verdadeiras que Euclides invoca na sua demonstracdo (postulados 1
e 3 e nogédo comum 1).

O professor informa que os matematicos continuam a designar como axiomas as afir-
macdes que se aceitam sem demonstracdo e que muitas proposicdes, em virtude da sua
importancia, recebem o nome de ‘teoremas’.

% Na verdade, Euclides designa as afirmaces que assume como verdadeiras como ‘postulados’ e ‘nogdes
comuns’, enunciando cinco postulados e cinco no¢des comuns. Os postulados sdo afirmagdes de natureza
geométrica que se aceitam sem demonstracdo. A palavra ‘postular’ significa ‘pedir para aceitar’. Portanto,
Euclides pede aos seus leitores para aceitarem aquelas afirmacfes como pontos de partida para o desen-
volvimento da sua teoria. As hogdes comuns, como 0 nome sugere, sdo afirmacgdes aceites em geral e, por
isso, para Euclides e para os seus leitores, a sua aceitagdo nao constituia um obstéaculo.
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2. Exploracdo matematica. Ao elaborarem demonstracdes, os alunos podem redigir um
texto, elaborar um diagrama de fluxo (ou fluxograma®) ou organizar os varios passos e
respectivas justificacdes da demonstracdo em duas colunas.

A demonstracgdo associada a questdo 1. organiza-se no seguinte fluxograma:

| AE//eD _ > |«e=<e|

Oals ﬂm

in el
Eor ™) — [aemor | —> opzesd|fog
oo Q&i«m ) /\ Cuitinid ALA omﬂpﬁ@
gomio WA

M

o?”\ﬂ

Organizando esta demonstracdo em duas colunas temos:

Passo Justificacao

AE//CD Por hipdtese

/DCB=/AEB | Angulos alternos internos

BC=BE B € ponto médio de CE (por hipotese)
/CBD = ZEBA | Angulos verticalmente opostos

CBD =EBA Critério ALA

AB=DB Lados homologos de triangulos congruentes

No caso da demonstragdo da questdo 2, basta mostrar que os tridngulos ABD e CBD sdo
congruentes. Por hipétese, os angulos ABD e CBD sdo congruentes. O lado BD é
comum aos dois triangulos. Os angulos ADB e CDB sdo congruentes (sdo angulos
suplementares de dois angulos congruentes, nomeadamente, os angulos ADE e CDE).

* Do inglés “flowchart’. Segundo o Webster’s Comprehensive Dictionary of the English Language (Tri-
dent Press International), flowchart é um “diagrama que mostra todos 0s passos numa sequéncia ldgica tal
como num programa de computador”.
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Logo, pelo critério ALA os triangulos ABD e CBD sdo congruentes. Desta congruéncia
concluimos que os segmentos AB e BC, bem como AD e CD, sdo congruentes; também
os angulos BAD e BCD sdao congruentes. Mas como AB e BC sdo congruentes, o trian-
gulo ABC ¢ isbsceles. Logo, os angulos da base (BAC e BCA) sdo congruentes. Como
BAC é a soma de BAD e DAE, e BCA a soma de BCD e DCE, temos que DAE e DCE
sdo congruentes. Por ALA, os triangulos ADE e CDE sédo congruentes. Donde, 0s seg-
mentos AE e CE sdo congruentes tal como os angulos AED e CED (AED e CED séao
angulos rectos porque sao suplementares e congruentes).

Os alunos devem ser confrontados com situaces em que ndo seja possivel usar critérios
de congruéncia, como na questdo 3. De facto, como, por hipotese, AB e DE sao parale-
los, concluimos que Z/A=/E e /B=/D. No entanto, os lados congruentes AC e DE,
ndo sdo homologos. Logo, ndo ha informacdo suficiente para se concluir que
BAC =DEC.

Na questéo 4., o esquadro de pedreiro deve colocar-se de modo que os segmentos AD e
AF, bem como EF e ED sejam congruentes. Assim, a bissectriz do angulo BAC € a
semi-recta AE. De facto, pelo critério LLL, os tridngulos AEF e AED sdo congruentes.
Donde se conclui que os angulos FAE e DAE sdo congruentes.

3. Indicagdes suplementares. No caso da congruéncia de triangulos é frequente assumir-
-se que o critério LAL é um axioma. Assumir LAL como axioma, intuitivamente, signi-
fica assumir que o tridngulo mantém a sua forma e a dimensdo dos seus lados ao ser
deslocado no plano.

Por que razdo assumir LAL como axioma? Nos Elementos, Euclides apresenta uma
demonstracédo do critério LAL (proposicao 4 do livro I). A ideia da demonstragédo assen-
ta no deslocamento de um dos triangulos até se sobrepor ao outro. No entanto, os pres-
supostos de Euclides ndo Ihe permitem justificar que o triangulo depois de deslocado
permanece inalterado. Para evitar este embarago, nas versdes modernas da geometria
euclidiana, apds a revisdo que Hilbert efectuou em 1899, frequentemente considera-se o
critério de congruéncia LAL um axioma®.

> Ver, por exemplo, Oliveira (1995, pp. 33-34 e 166) e Aradjo (1998, p. 20).
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Anexo

Proposicéo 1.1 dos Elementos de Euclides. Dado um segmento de recta, construir um
triangulo equilatero que tenha o segmento como lado.

Esbogo de demonstracdo. Consideremos um segmento de recta de extremos A e B. Pre-
tende construir-se um triangulo equilatero em que a medida dos seus lados seja igual a
medida do segmento de que partimos. Com centro em A e raio AB construamos a cir-
cunferéncia BCD. Novamente, com centro em B e raio BA construamos a circunferén-

cia ACE. As circunferéncias intersectam-se num ponto que designamos por C. Cons-
truamos os segmentos de recta CA e CB. Como A é o centro da circunferéncia CDB, o0s
segmentos AC e AB sdo congruentes; do mesmo modo, como B é o centro da circunfe-
réncia CAE, os segmentos BC e BA sdo congruentes. Logo, os segmentos CA, AB e BC
sdo congruentes entre si e o tridngulo é equilatero.
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Tarefa 7A — Quadrilateros: construcdes, diagonais e angulos (PL)

1. Mede as amplitudes as angulos internos do quadrilatero que te foi entregue e adiciona
as medidas obtidas. E regista os valores obtidos na tabela seguinte, bem como o dos

outros grupos.

Z ACD

Z CDB

Z DBA

Z BAC

Soma das amplitudes

O meu grupo

Grupo

Grupo

Grupo

Grupo

Grupo

Grupo

Grupo

Grupo

Grupo

Grupo

Grupo

Grupo

Grupo

1.1. Escreve uma conjectura sobre o que observas na ultima coluna.

1.2. Procura demonstrar a tua conjectura. Para isso desenha uma das diagonais do qua-

drilatero.
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2. Desenha no teu caderno um paralelogramo e um rectangulo.

2.1. Mede as amplitudes dos angulos internos do paralelogramo, compara-as € escreve
uma conjectura sobre 0 que observas.

2.2. O rectangulo também verifica a conjectura que formulaste em 2.1. Procurara encon-
trar uma justificacdo para esse facto.

3. Para responder as seguintes questdes considera, os seguintes quadrilateros: paralelo-
gramo, rectangulo, papagaio, quadrado, losango e trapézio (isésceles e escaleno).

3.1. Quais sdo as caracteristicas que cada um destes quadrilateros tem que o torna ani-
co? (Comeca por medir os lados e os angulos de cada um e compara-los...).

3.2. Constrdi as diagonais dos quadrilateros anteriores e descreve as suas propriedades.
(Comeca por desenhar um esquema de cada um dos quadrilateros e das suas diagonais,
para encontrar relacGes entre elas).

3.3. Tendo em atencdo as caracteristicas dos quadrilateros, é possivel estabelecer hierar-
quias entre eles. Considera os esquemas seguintes e completa-os, justificando as liga-
cOes entre os quadrilateros.

Quadrilatero Quadrilatero

el T

e . Trapézio Papagaio
Trapézio Paralelogramo Papagaio

/N =
|

\||/ I —
] \/
]
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Tarefa 7B — Quadrilateros: construcdes, diagonais e angulos (AGD)

1. Constréi um quadrilatero. Mede as amplitudes dos seus angulos internos e adiciona as
medidas obtidas. c

B

1.1. Arrasta um vértice qualquer de modo a obter um novo quadrilatero. Verifica o que
passa com as amplitudes dos angulos e com a respectiva soma. Escreve uma conjectura
sobre o que observas.

1.2. Procura demonstrar a tua conjectura. Para isso desenha uma das diagonais do qua-
drilatero.

2. Constroi um paralelogramo e um rectangulo de tal forma que quando se arrastar
qualquer um dos seus Vvértices estes quadrilateros mantenham a sua forma. Para isso
segue as instrugdes seguintes.

Segue as seguintes instru¢Bes para construir um para-
lelogramo. Constroi:

® 0s segmentos AB e AC;

e arecta paralela a AB e que passa pelo ponto C;
e arecta paralela a AC e que passa pelo ponto B;
* 0 segmento AC. ,
Esconde as rectas e constréi os segmentos BD e CD.

Segue as seguintes instru¢Bes para construir um rectangu- c D
lo. Constroi:

e 0 segmento AB,;

e arecta perpendicular a AB no ponto A;
e na recta anterior marca o ponto C;

e 0 segmento AC.

Acaba de construir o rectingulo ABCD.
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Mede as amplitudes dos angulos internos do paralelogramo e do rectangulo.

2.1. Arrasta o vértice A de modo a obter um novo paralelogramo. Compara as amplitu-
des dos angulos e escreve uma conjectura sobre o que observas.

2.2. O rectangulo também verifica a conjectura que formulaste em 2.1. Procurara encon-
trar uma justificacdo para esse facto.

3. Para responder as seguintes perguntas considera, para além do paralelogramo e do
rectangulo, o quadrado, o trapézio, o losango e o0 papagaio.

3.1. Quais sdo as caracteristicas que cada um destes quadrilateros tem que o torna dni-
co? (Comeca por medir os lados e 0s angulos de cada um e compara-los...)

3.2. Constroi as diagonais dos quadrilateros anteriores e descreve as suas propriedades.
(Comeca por desenhar um esquema de cada um dos quadrilateros e das suas diagonais,
para encontrar relacfes entre elas).

3.3. Tendo em atencdo as caracteristicas dos quadrilateros, é possivel estabelecer hierar-
quias entre eles. Considera 0s esquemas seguintes e completa-os, justificando as liga-
cOes entre os quadrilateros.

Quadrilatero Quadrilatero

//\ T

7 . Trapézio Papagaio
Trapézio Paralelogramo Papagaio

/N
|

\||/ e —
] \/
]
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Tarefa 7 — Quadrilateros: construcgdes, diagonais e angulos

Conhecimentos prévios dos alunos

Com o trabalho desenvolvido nas tarefas anteriores, os alunos devem ser capazes de:

= |dentificar os elementos de um poligono, compreender as suas propriedades e
classificar poligonos.

Possiveis aprendizagens dos alunos

Com o seu trabalho nesta tarefa, os alunos devem:

= Determinar a soma dos angulos internos de um quadrilatero;
» Classificar quadrilateros, construi-los a partir de condi¢des dadas e investigar as
suas propriedades;

No ambito das capacidades transversais, esta tarefa constitui uma oportunidade para 0s
alunos:

= Compreenderem o papel das defini¢bes em Matematica;
= Representarem informagcdo, ideias e conceitos matematicos de diversas formas.

Orientacdes para o professor

1. Indicacbes gerais. Esta tarefa foi concebida para fazer a transicdo do estudo dos
triangulos para o estudo dos quadrilateros. O professor deve fornecer um quadrilatero
com dimensdes apropriadas.

Se o professor optar por utilizar um AGD, pode fornecer aos alunos os quadrilateros
(paralelogramo, recténgulo, quadrado, trapézio, losango e papagaio) ja construidos no
ambiente de geometria dindmica, para facilitar a resolucéo da questéo 3.

Sugere-se ao professor que organize a aula de modo a reservar um momento final de
discussdo das respostas com toda a turma. Outra possibilidade é organizar a aula de
modo a incluir um momento de discussé@o com todos os alunos no final de cada questéo.
A utilizacdo de diagramas e de tabelas pode ser um pretexto para que saliente que além
das figuras geométricas, da linguagem verbal (oral e escrita) e da linguagem simbdlica
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convencional, podemos usar ainda outras representacdes para a informacao, as ideias e
0S conceitos geomeétricos.

Na sintese final, o professor da relevo aos resultados matematicos obtidos (a soma das
amplitudes dos angulos internos de um quadrilatero é 360° a amplitude dos angulos
internos opostos de um paralelogramo sdo iguais; o rectangulo também respeita a pro-
priedade anterior, uma vez que também é um paralelogramo). Deve ainda salientar que,
partindo de definicdes ou caracteristicas diferentes, podemos organizar de duas manei-
ras diferentes os quadrilateros, bem como as relagdes entre eles.

2. Algumas exploracGes. Nesta tarefa os alunos vao utilizar o transferidor para medir os
angulos internos. Também se pretende que os alunos investiguem algumas das proprie-
dades dos seus angulos e diagonais.

Se a opcdo recair na utilizacdo de um AGD, os alunos vao construir alguns quadrilate-
ros de modo a que estes ndo se alterem por arrastamento de um dos seus Vveértices e,
assim, mantenham as suas caracteristicas. SO desta forma sera possivel redigir conjec-
turas que facam sentido.

A questdo 1. foca a soma das amplitudes dos angulos internos de um quadrilatero e pre-
tende-se que os alunos demonstrem que essa soma é 360°. Isso é conseguido dividindo-
se 0 quadrilatero com uma das suas diagonais, de modo a formar dois triangulos cuja
soma das amplitudes dos angulos internos é 360°.

A questdo 2. guia os alunos na construcdo de dois quadrilateros especiais, o paralelo-
gramo e o rectangulo. Nesta questdo pretende-se que os alunos ao medirem os angulos
internos do paralelogramo verifiqguem que os angulos opostos sdo iguais.

Num AGD, o paralelogramo e rectangulo construido de acordo com as instrucdes da
tarefa permite que quando um dos seus vértices é arrastado, se mantenha a sua forma
e, como tal, as suas propriedades.

Ainda, em 2.2. pretende-se que os alunos justifiquem que o rectangulo também respeita
a caracteristica anterior. Ao discutir-se esta questdo com todos os alunos, pode existir
um momento cujo foco seja 0 porqué de se poder considerar o rectangulo como sendo
um caso particular do paralelogramo.

A questdo 3. € a mais longa e exigente da tarefa, mas também a que mais contribui para
uma verdadeira compreensdo das diferencas, semelhancas e relacdes entre os quadrilate-
ros. Na pergunta 3.1. pretende-se que os alunos realizem uma pequena investigacdo
sobre o comprimento dos lados e a amplitude dos angulos internos de cada um dos qua-
drilateros indicados. A tabela seguinte resume essas caracteristicas.

78



Quadrilatero

Angulos

Lados

Paralelogramo

Angulos opostos iguais

Paralelos e iguais dois a dois

Rectangulo Angulos iguais (90°) Paralelos e iguais dois a dois
Quadrado Angulos iguais (90°) Paralelos e iguais

Losango Angulos opostos iguais Paralelos e iguais

Papagaio Um par de angulos opostos iguais Pares de lados consecutivos iguais

Trapézio isosceles

Um par de &ngulos consecutivos iguais

Um par de lados paralelos
Um par de lados ndo paralelos iguais

Trapézio escaleno

Todos os angulos diferentes

Um par de lados paralelos
Todos os lados diferentes

Trapézio rectangulo

Um par de &ngulos rectos consecutivos

Um par de lados paralelos
Um par de lados iguais ou todos 0s
lados diferentes

O objectivo da pergunta 3.2. é estudar as diagonais dos quadrilateros tendo em conta o
seu comprimento, a forma como se intersectam e a existéncia de perpendicularidade. Na

tabela seguinte encontra-se um resumo dessas caracteristicas.

Quadrilatero

Diagonais

Paralelogramo Dividem-se ao meio

Rectangulo Iguais e dividem-se ao meio.

Quadrado Iguais; perpendiculares e dividem-se ao meio
Losango Perpendiculares e dividem-se ao meio
Papagaio Perpendiculares e s6 uma é dividida ao meio

Trapézio isosceles | Iguais

Com as caracteristicas estudadas é possivel organizar os varios quadrilateros estudados,
sendo este 0 objectivo da pergunta 3.3. S&o utilizadas duas organizacfes possiveis em
esquema. No primeiro esquema, a separacdo no primeiro nivel tem por base o nimero
de lados paralelos. No segundo nivel, losango e rectangulo, diferenciam-se porque o
primeiro tem os lados todos iguais, enquanto o rectangulo tem todos os angulos rectos.
No ultimo nivel surge o quadrado. Na tabela seguinte esta um resumo do preenchimento

e respectivas justificacdes do preenchimento do primeiro esquema.

Quadrilatero

Justificacéo

Trapézios Um par de lados paralelos

Paralelogramo | Dois pares de lados paralelos

Losango Todos os lados iguais

Rectangulo Angulos rectos

Quadrado Dois pares de lados paralelos, iguais e angulos rectos
Papagaio Nenhum par de lados paralelos

O segundo esquema é organizado tendo em conta as caracteristicas dos lados dos qua-
drilateros, paralelismo e comprimento. Comeca-se por dividir 0 esquema em trapézio e
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papagaio. Segue-se ao papagaio, o paralelogramo, rectangulo e quadrado. Para comple-
tar o esquema falta o0 papagaio e deste surge o losango.

Quadrilatero Justificacéo
Trapézio Um par de lados paralelos
Paralelogramo | Dois pares de lados paralelos
Rectangulo Dois pares de lados paralelos e iguais dois a dois
Quadrado Dois pares de lados paralelos e todos iguais
Papagaio Dois pares de lados consecutivos iguais
Losango Lados todos iguais

3. Indicacgdes suplementares. Uma possibilidade para continuar esta tarefa € propor aos
alunos a elaboragdo de um outro esquema que relacione os quadrilateros, justificando as
varias divisoes e relacbes que existam. A discussdo destes esquemas pode ser uma boa
oportunidade para desenvolver a capacidade de argumentagdo matematica dos alunos.

Exploracdes de alunos

A tarefa na qual se utiliza um AGD foi experimentada com alunos numa sala de infor-
matica em que os alunos trabalharam em par. A ideia de fornecer alguns dos quadrilate-
ros ja construidos surgiu desta primeira utilizacao, por se verificar que facilitaria a con-
clusdo da tarefa em apenas um bloco de aulas.

A ilustracdo seguinte mostra o0 que um grupo de alunas escreveu ao realizar a tarefa num
AGD. Algumas das questfes tinham a data da recolha destes dados algumas diferengas
das que sdo aqui séo apresentadas.

Na primeira questdo da tarefa as alunas apresentaram a seguinte conjectura que demons-
traram seguindo a sugestéo de construir uma das diagonais.
A Sema de dpgdes walewos nom duadni la Tene

.

A dificuldade de outro grupo de alunos nesta primeira questdo prendeu-se com o facto
de ndo terem somado um dos angulos, o que s6 foi ultrapassado com a ajuda do profes-
sor:
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Leonel: Stor chegue aqui.

Prof.: O que se passa?

Paulo: Calculamos a soma mas ndo da nada.

Prof.: Nao da nada?

Paulo: Sim! N&o da sempre o mesmo valor. N&o é sempre igual a alguma coisa.
Prof.: Como fizeram?

Paulo: Somamos os angulos.

Prof.: Quantos angulos internos tem o quadrilatero?

Leonel: Tem quatro.

Prof.: Quantos somaram?

Leonel: Trés! Falta somar um. [Depois de fazerem a soma correcta e arrastarem
um dos pontos.]

Leonel: A soma déa 360°!

Depois, para encontrarem uma demonstracdo também existiu a necessidade da interven-
c¢ao do professor.

Leonel: Como se faz a diagonal?

Paulo: Desenha assim... [Paulo desenhou uma das diagonais com o rato]
Leonel: E agora?

Paulo: N&o sei!

Prof.: Que figuras obtiveram?

Paulo: Dois triangulos.

Prof.: O que pretendem provar?

Paulo: Que a soma da 360°.

Prof.: E 0 que se passa com a soma dos angulos internos de um triangulo?
Leonel: D& 180°!

Paulo: Entao, como sdo dois tem que dar 360°.

Prof.: E isso! Escrevam o que acabaram de dizer.
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Existiu a necessidade de o professor relembrar “O que pretendem provar?”. Essa foi a
fala decisiva para ultrapassar a dificuldade dos alunos.

Na ultima questdo da tarefa o grupo das alunas preencheu o Unico esquema que era
apresentado, justificando utilizando as caracteristicas que tinham identificado nas ques-
tOes anteriores.
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As alunas tentaram utilizar toda as caracteristicas que tinham encontrado nas questfes
anteriores. Aqui a discussdo geral com os alunos é decisiva para que os alunos perce-
bam o que é essencial para se passar de um nivel do esquema para 0 seguinte. Neste
caso bastava terem utilizado as caracteristicas dos lados para completarem o esquema.
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Tarefa 8 — Investigando quadrilateros e pontos médios (AGD)

1. Constroi um quadrilétero a tua escolha e marca os pontos médios dos seus lados. Une
0s pontos médios de lados consecutivos. Que quadrilatero obtiveste?

2. Investiga o que se passa se o quadrilatero inicial for um quadrado, um losango, um
paralelogramo ...

3. Escreve as tuas conjecturas e tenta justifica-las elaborando para tal um relatério de
acordo com o guido seguinte.

Guido para a elaboracdo de um relatério
Um relatério é um trabalho escrito que descreve uma situacdo, analisando-a e criticando-a.
Pretende-se que no relatério refiram ndo apenas as conclus@es a que chegaram mas todos 0s
procedimentos utilizados para chegar a essas conclusoes.

Na elaboracdo do relatério deves ter em conta, entre outros, 0s seguintes aspectos:

e Identificacdo do aluno ou grupo de alunos

e Titulo do trabalho e data da entrega

e Objectivo do trabalho incluindo as questdes levantadas

e Descricdo do processo de investigacdo, incluindo esbocos de figuras ou esquemas
das tentativas realizadas e das dificuldades encontradas

e Conclusdes e respectiva justificacdo sintética

e Apreciagéo da tua intervencédo no trabalho

e Bibliografia consultada, caso exista

Sugestdes para a elaboracao do relatério:
e Tirar apontamentos detalhados durante a realizagéo das tarefas
e Mais importante do que as conclusdes a que chegaram € o processo que utilizaram
para l& chegar, incluindo os erros que cometeram em termos de conjecturas e 0
modo como o0s ultrapassaram
¢ No final deve ser incluido um pequeno resumo das conclusdes
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Tarefa 8 — Investigando quadrilateros e pontos medios

Conhecimentos prévios dos alunos

Com o trabalho desenvolvido nas tarefas anteriores, os alunos devem ser capazes de:

= Identificar os elementos de um poligono, compreender as suas propriedades e
classificar poligonos;

= Classificar quadrilateros e construi-los a partir de condi¢Ges dadas.

Aprendizagens visadas

Com o seu trabalho nesta tarefa, os alunos devem:

= Investigar as propriedades de quadrilateros.

No ambito das capacidades transversais, esta tarefa constitui uma oportunidade para 0s
alunos:

= Exprimirem resultados, ideias e processos matematicos por escrito, utilizando
vocabulério proprio.

Orientacdes para o professor

1. IndicacOes gerais. Esta tarefa constitui uma investigacdo em que é pedido aos alunos
que redijam um relatorio, de modo a desenvolverem a sua capacidade de comunicacdo
matematica, neste caso, a capacidade de comunicacdo escrita. A tarefa mobiliza conhe-
cimentos anteriores, sem envolver novos conceitos matematicos, e apenas deve ser utili-
zada num ambiente de geometria dinamica.

Caso os alunos ja tenham construido quadrilateros em tarefas anteriores utilizando um
AGD, podem utiliza-los no desenvolvimento da sua investigagdo. Se isso ndo aconte-
ceu, o professor podera fornecer os quadrilateros ja construidos no ambiente de geome-
tria dindmica que estiver a utilizar.
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2. Exploracdo matematica. Seguidamente apresenta-se uma breve discussdo acerca do
quadrilatero que se obtém ao unir os pontos médios de lados consecutivos de varios
quadrilateros.

A unido dos pontos médios de lados consecutivos do quadrado origina um
novo quadrado. Porqué?

-O paralelismo dos lados do novo quadrado resulta do facto de serem paralelos
dois a dois com cada uma das diagonais do quadrado original.

-A perpendicularidade dos lados no novo quadrado resulta do facto das diago-
nais do quadrado original serem perpendiculares.

-A igualdade do comprimento dos lados resulta do facto de se unirem pontos
médios de um quadrado.

A unido dos pontos médios de lados consecutivos do rectangulo origina um

paralelogramo. Porqué?
<> -O paralelismo dos lados do paralelogramo resulta do facto destes serem para-
lelos dois a dois com cada uma das diagonais do rectangulo original.

A unido dos pontos médios de lados consecutivos do paralelogramo origina
um novo paralelogramo. Porqué?

-O paralelismo dos lados do novo paralelogramo resulta do facto destes serem
paralelos dois a dois com cada uma das diagonais do paralelogramo original.

A unido dos pontos médios de lados consecutivos do losango origina um rec-
tangulo. Porqué?

-O paralelismo dos lados do rectangulo resulta do facto destes serem paralelos
dois a dois com cada uma das diagonais do losango original.

-A perpendicularidade dos lados do rectangulo resulta do facto das diagonais
do losango original também serem perpendiculares.

A unido dos pontos médios de lados consecutivos do papagaio origina um
rectangulo. Porqué?

-O paralelismo dos lados do rectangulo resulta do facto destes serem paralelos
dois a dois com cada uma das diagonais do papagaio original.

-A perpendicularidade dos lados do rectangulo resulta do facto das diagonais
do papagaio original também serem perpendiculares.

A unido dos pontos médios de lados consecutivos do que qualquer um trapé-

zio origina um paralelogramo. Porqué?
-O paralelismo dos lados do paralelogramo resulta do facto de serem paralelos

dois a dois com cada uma das diagonais do trapézio original.

3. Indicacdes suplementares. Alguns alunos gostam de prolongar as suas exploragdes de
modo a melhorarem o seu trabalho. O professor pode sugerir que os alunos investiguem
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0 que acontece se unirem 0s pontos meédios de outras figuras: triangulos, pentagonos,
hexagonos, etc.

Esta tarefa baseia-se no Teorema de Varignon: “A unido dos pontos médios dos lados
consecutivos de qualquer quadrilatero forma um paralelogramo. Se os lados do quadri-
latero ndo se cruzarem, entdo a area do paralelogramo é metade da &rea do quadrilatero”
(Coxeter, 1967). Pierre Varignon (1654-1722), matematico francés, publicou este teo-
rema pela primeira vez em 1731.

Caso os alunos finalizem o relatorio antes do final da aula, o professor pode propor-lhes
que investiguem 0 que Se passa com a area dos dois quadrilateros, o original e o que
resulta da unido dos pontos médios do quadrilatero inicial. Como o AGD permite calcu-
lar rapidamente as respectivas areas, 0s alunos concluem sem dificuldade que ambas sdo
iguais. Pode de seguida propor-lhes que demonstrem esse facto. No caso de os quadrila-
teros originais terem pelo menos um eixo de simetria isso é uma tarefa simples. No caso
do paralelogramo é mais complexo. Uma boa estratégia € dividi-lo segundo as diagonais
do paralelogramo resultante, conforme mostra a figura seguinte.

Exploracdes de alunos

Esta tarefa foi utilizada numa turma, tendo sido fornecido aos alunos o guido de relato-
rio apresentado nesta tarefa. Os alunos trabalharam em pares. Quando surgiam dificul-
dades, o professor foi orientando os alunos com questdes do tipo: “J& consideraram
outros quadrilateros?”; “E os trapézios?”; “Que tipo de conclusdes podem tirar?”

Apresenta-se de seguida o relatério elaborado por duas alunas, que iniciaram a sua
investigacao pelo quadrado e seguiram-se: losango, papagaio, paralelogramo, rectangu-
lo trapézio is6sceles, trapézio rectangulo e trapézio escaleno. No seu relatério, as alunas
foram conjecturando sobre os quadrilateros que surgiam quando uniam 0s pontos
médios de lados consecutivos dos quadrilateros originais e basearam as suas justifica-
¢Oes nas propriedades de cada um dos quadrilateros que iam surgindo dessa uni&o.
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Do trabalho apresentado pelas alunas ressaltam: o facto de terem seguido o guido forne-
cido, ndo se terem desprendido dos comprimentos que obtinham no AGD e algumas
correcgdes que foram fazendo e sdo evidentes no relatério.

Nas conclusfes, um grupo de alunos destacou-se por ter tentado apresentar relacfes
entre os quadrilateros, que justificassem o porqué de se obterem figuras iguais quando
se partia de quadrilateros com algumas caracteristicas iguais. Basicamente, utilizaram as
potencialidades do AGD para medir amplitudes de angulos e comprimentos de segmen-
tos. Estes alunos classificaram as relacGes que encontraram entre o0s varios quadrilateros
da seguinte forma: (i) diagonais perpendiculares, agrupando os losangos e papagaios,
pois ddo sempre origem a rectangulos; (ii) lados opostos paralelos e angulos iguais
consecutivos, juntando os rectangulos e os trapézios isosceles, pois formam sempre
losangos; e (iii) propriedades Unicas dos quadrados, pois ddo sempre origem a outros
quadrados.

Alguns grupos de alunos prolongaram a sua investigacdo aos triangulos, tendo, alguns
deles, tentado obter uma conjectura sobre o tipo de triangulos que se obtém quando se
unem os pontos médios dos lados de um triangulo inicial. Um dos grupos que prosse-
guiu este caminho concluiu que se formava sempre “um triangulo com as mesmas pro-
priedades do que o original”. Esta frase contém dois aspectos interessantes: (i) os alunos
terem associado a ideia de original, o que faz antever uma relagédo, ou mesmo, uma fun-
cdo entre o triangulo inicial (o original) e o triangulo resultante da unido dos pontos
médios de lados consecutivos (a imagem); e (ii) a percepcdo que os alunos tiveram ao
compreender que existia algo comum entre os triangulos originais e as suas imagens
(tridangulos rectangulos originam triangulos rectangulos, triangulos isésceles originam
triangulos isosceles, etc.).

Um outro grupo de alunos decidiu construir primeiro um quadrilatero, depois o que
resultava da unido dos pontos médios dos seus lados e de seguida os que resultavam da
unido dos pontos médios dos lados do segundo quadrilatero (como se fossem termos de
uma sequéncia).
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Tarefa 9 — Propriedades do paralelogramo (PL)

Um paralelogramo é um quadrilatero em que os lados opostos sdo paralelos.

1. Na figura seguinte representa o paralelogramo ABCD.

B C

Esta definicdo permite deduzir varias propriedades do paralelogramo, nomeadamente:
(1) Lados opostos num paralelogramo tém o mesmo comprimento;
(2) Angulos opostos num paralelogramo tém a mesma amplitude;
(3) Angulos consecutivos num paralelogramo s&o suplementares;
(4) As diagonais de um paralelogramo bissectam-se mutuamente;

(5) As diagonais de um paralelogramo dividem-no em quatro pares de tridangulos
congruentes;

(6) O paralelogramo tem uma simetria rotacional de 180°.

Escolhe duas das propriedades anteriores e demonstra-as.

2. A formula para calcular a area do paralelogramo pode ser obtida através da férmula
que permite calcular a area do rectangulo (comprimento x largura) .

Na figura é possivel observar:
-0 paralelogramo ABCD;
-as perpendiculares a AD que passam por B e por C;

-0 rectangulo BDEF.

As seguintes questdes sugerem um caminho para deduzir a formula que permite calcular
a rea do paralelogramo.
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2.1. Qual é a relacdo entre o triangulo ABE e o triangulo DCF? Justifica a tua resposta.

2.2. Tendo em conta a resposta a questdo anterior, qual é a relacdo entre as areas do
paralelogramo ABCD e do rectangulo EBCF? Porqué?

2.3. AD ¢ uma base do paralelogramo ABCD e BE é uma altura deste paralelogramo.
Escreve uma formula que permita calcular a area do paralelogramo e dependa somente
dos comprimentos da base e da altura.
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Tarefa 9 — Propriedades do paralelogramo

Conhecimentos prévios dos alunos

Com o trabalho desenvolvido nas tarefas anteriores, os alunos devem ser capazes de:

= |dentificar os elementos de um poligono, compreender as suas propriedades e
classificar poligonos.

= Compreender relacdes entre elementos de um tridngulo e usa-las na resolucéo de
problemas;

= Compreender o valor da soma das amplitudes dos angulos internos e externos de
um triangulo;

= Distinguir angulos complementares e suplementares e identificar angulos verti-
calmente opostos, bem como angulos alternos internos.

Aprendizagens visadas

Com o seu trabalho nesta tarefa, os alunos devem:

= Compreender e usar a formula da area de um paralelogramo e investigar as pro-
priedades deste quadrilatero;

= Formular, testar e demonstrar conjecturas relacionadas com as propriedades do
paralelogramo.

No ambito das capacidades transversais, esta tarefa constitui uma oportunidade para 0s
alunos:

= |dentificarem e utilizarem o raciocinio indutivo e dedutivo.

Orientacdes para o professor

1. IndicacOes gerais. A tarefa pode ser resolvida em grupo, realizando-se posteriormen-
te uma discussdo final dos resultados a que os alunos chegaram. Para que as seis pro-
priedades possam ser trabalhadas nessa discussdo, o professor pode pedir a demonstra-
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cdo de uma propriedade diferente a cada grupo, garantindo que todas as propriedades
sdo trabalhadas pelo menos por dois grupos diferentes. Deste modo, criar-se-do condi-
¢Oes para que na discussdo possa existir diadlogo e confronto de diferentes pontos de
vista.

Na sintese final, o professor da relevo aos resultados matematicos obtidos — as proprie-
dades do paralelogramo e a formula para calcular a sua area. Chama a atencao dos alu-
nos, mais uma vez, para a diferenca entre raciocinio dedutivo e indutivo.

2. Exploracdo matematica. A primeira questdo tem como objectivo levar os alunos a
demonstrar pelo menos duas propriedades do paralelogramo.

Propriedade

(1) Lados opostos num paralelogramo
tém 0 mesmo comprimento.

(2) Angulos opostos num paralelogra-
mo tém a mesma amplitude.

(3) Angulos consecutivos num parale-
logramo sdo suplementares.

(4) As diagonais de um paralelogramo
bissectam-se mutuamente.

B | c
T

A D

(5) As diagonais de um paralelogramo
dividem-no em dois pares de triangulos
congruentes.

(6) O paralelogramo tem uma simetria
rotacional de 180°.

Demonstracéo

Os lados opostos sdo segmentos de recta paralelos entre rectas paralelas,
logo sdo iguais.

Construindo uma das diagonais do paralelogramo, obtemos dois tridngu-
los congruentes (critério LLL), logo os angulos opostos tém a mesma
amplitude.

A amplitude do angulo suplementar de qualquer um dos angulos do para-
lelogramo é igual a amplitude do angulo consecutivo (angulos internos
alternos). Logo, a soma das amplitudes de dois angulos consecutivos de
um paralelogramo é 180 °.

/BCA = ZCAD e ZCBD = ZADB, porque sdo angulos internos alter-
nos.

AD = BC, porque s&o lados opostos do paralelogramo.
Logo, pelo critério ALA de congruéncia de tridngulos, o tridngulo AED é
congruente com o tridngulo BEC. Logo, AE = EC e BE = ED porque
sdo lados correspondentes de triangulos congruentes.

/BCA = ZCAD e ZCBD = ZADB, porque séo angulos internos alter-
nos.

AD = BC, porque séo lados opostos do paralelogramo.

Logo, pelo critério ALA de congruéncia de triangulos, o triangulo AED é
congruente com o tridngulo BEC.

Do mesmo modo se prova que o tridngulo AEB é congruente com o
triangulo DEC.

O ponto de encontro das diagonais do paralelogramo € o centro da sime-
tria rotacional com amplitude de 180°.

A questdo 2. tem como objectivo levar os alunos a escrever a formula que permite cal-
cular a area do paralelogramo, sabendo-se os comprimentos da sua base e da sua altura.
Na pergunta 2.1. o triangulo ABE ¢ congruente com o triangulo DCF (critério ALA),
visto que ZAEB=/DFC (angulos rectos), EB= CF (alturas do paralelogramo) e
Z/ABE = /DCF (angulos de lados paralelos).
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Na pergunta 2.2., os triangulos ABE e DCF tém a mesma area por serem congruentes e,
portanto, a area do paralelogramo ABCD é€ igual a area do rectangulo EBCF. Logo, a
resposta a pergunta 2.3. é agora simples: como A,gcp =Ager €

A gcr = Comprimento x altura
= base x altura

concluimos que A,z = base xaltura .

3. IndicagOes suplementares. Caso exista tempo, ou como tarefas a resolver extra-aula,
0 professor pode propor problemas como 0s que se seguem:

1. Na seguinte figura estdo desenhados dois paralelogramos.

1.1. Calcula e compara as areas destes paralelogramos.

1.2. Desenha outro paralelogramo diferente destes, mas que tenha a mesma area.
1.3. Quantos paralelogramos existem com a mesma area?

1.4. Como estéo relacionadas a base e a altura destes paralelogramos?

2. Na figura seguinte esta desenhado o paralelogramo ABCD. O ponto E é o ponto
médio do lado AD.

A E D

Responde as seguintes questdes justificando o teu raciocinio.
2.1. Qual é a razdo entre a area do triangulo ABD e a area do paralelogramo ABCD?

2.2. Qual é a razdo entre a area do triangulo ABE e a area do paralelogramo ABCD?
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O primeiro problema tem como objectivo desmistificar a ideia que por vezes surge nos
alunos de que ndo existem paralelogramos diferentes com a mesma area. Na pergunta
1.1., os alunos utilizam a formula para calcular a area dos dois paralelogramos (area
igual a 24). Na pergunta 1.2., os alunos desenham um outro paralelogramo, diferente
dos apresentados, mas que tenha a mesma area. 1sso implica que o produto entre 0 com-
primento da base e a altura seja 24. Com a experiéncia acumulada espera-se que o0 aluno
consiga responder que existem infinitos paralelogramos que tenham 24 unidades de
area, a pergunta 1.3. O objectivo da pergunta 1.4. é que os alunos escrevam a formula,
relacionando a base e a altura destes paralelogramos, isto &, base xaltura =24.

Na questdo 2. o objectivo é relacionar a area do paralelogramo com a de dois triangulos.
Na pergunta 2.1. a area do triangulo ABD é metade da area do paralelogramo ABCD,
porque BD é uma diagonal do paralelogramo. Na questdo 2.2. a area do triangulo ABE é
um quarto da area do paralelogramo ABCD. A justificacdo desta ultima relacdo pode ser
obtida seguindo Varios raciocinios como o seguinte:

A =bxa, em que b é o comprimento da base e a € altura do triangulo ABE.

paralelog ramo
b
5*% bxa

A jee =2T=T. Daqui se conclui que a area do triangulo ABE é um quarto da area

do paralelogramo ABCD.
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Tarefa 10 — Problemas com triangulos e quadrilateros (PL)

1. A sobreposicao parcial de dois quadrados, ndo necessariamente com o0 mesmo lado,
gera um poligono, exemplificado na figura pelas zonas sombreadas.

Déa exemplos de poligonos que se podem obter por sobreposicdo e de poligonos que nao
se podem obter. Mostra como podem ser obtidos.

2. Na figura estdo representados uma recta e dois quadrados parcialmente sobrepostos.
Determina as medidas dos angulos ‘a’ e ‘b’. Apresenta os teus calculos e as respectivas
justificacOes.

£

3 60°

3. Completa a tabela com “sim’ (que significa sempre) ou ‘ndo’ (que significa nem sem-
pre).

Papagaio L%Zgglzég Paralelogramo  Losango Rectdngulo Quadrado
Lados opostos
paralelos
Lados opostos
congruentes

Angulos opos-
tos congruentes

Diagonais bis-
sectam-se
mutuamente

Diagonais per-
pendiculares

Diagonais con-
gruentes

Um eixo de
simetria

Dois eixos de
simetria
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4. Constréi um paralelogramo ABCD e uma das suas diagonais, por exemplo BD. Esco-
Ihe um ponto P nessa diagonal. Por esse ponto traca uma paralela a cada um dos lados
do paralelogramo (ver figura). O que conjecturas quanto a area dos quadrilateros som-
breados? Demonstra a tua conjectura.

5. Dois pontos A e B estdo situados no mesmo lado de uma recta r. Descobre um ponto
X na recta r, de tal modo que a soma AX+XB seja minima. Leva em conta que, na
Geometria Euclidiana, a distdncia minima entre dois pontos é dada pelo comprimento
do segmento de recta que 0s une.

6. Dois quadrados sobrepdem-se como mostra a figura.

Um dos Vvértices do quadrado maior coincide com o centro do quadrado menor. Qual é a
relacdo entre a area sombreada e a &rea do quadrado menor? Demonstra-a.
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7. Vamos investigar a relacdo entre a area de um quadrilatero e a area do quadrilatero
que se obtém a partir deste unindo os pontos medios dos seus lados. Um aluno comecou
por desenhar um papagaio (quadrilatero ABCD da figura) e conjecturou que a area do
quadrilatero EFGH é igual a metade da &rea do papagaio ABCD. Ao analisar a figura,
afirmou: “Mas é evidente! E fécil ver que as areas sdo iguais. Basta dobrar os cantos!”

Ou seja, 0 aluno concluiu que por dobragem de papel pelos segmentos EF, FG, GH e
HE é possivel mostrar que a area do quadrilatero EFGH é metade da area de ABCD. A
conjectura do aluno é correcta? E a demonstracdo que ele propds? Partindo de outros
quadrilateros investiga até que ponto é possivel generalizar a conjectura do aluno e o
seu método de demonstracéo.
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Tarefa 10 — Problemas com triangulos e quadrilateros

Conhecimentos prévios dos alunos

Com o trabalho desenvolvido nas tarefas anteriores, os alunos devem ser capazes de:

= I|dentificar os elementos de triangulos e quadrilateros e compreender as suas
propriedades;

= Conhecer o paralelogramo;

= Construir triangulos sendo dados os comprimentos dos trés lados, os compri-
mentos de dois lados e a amplitude do angulo por eles formado, ou o compri-
mento de um lado e as amplitudes dos dois angulos com esse lado comum;

= Utilizar relacdes entre elementos de um triangulo (lados, angulos internos, angu-
los externos) na resolucao de problemas;

= Compreender critérios de congruéncia de triangulos

Aprendizagens visadas

Com o seu trabalho nesta tarefa, os alunos devem:

= Ser capazes de utilizar critérios de congruéncia de tridngulos e propriedades de
quadrilateros na resolucédo de problemas e na justificacdo de propriedades de
figuras.

No ambito das capacidades transversais, esta tarefa constitui uma oportunidade para 0s
alunos:

= Seleccionarem e usarem varios tipos de raciocinio e métodos de demonstracéo;

= Exprimirem processos e ideias matematicos, oralmente e por escrito, utilizando a
notacédo, simbologia e vocabulario proprios.

Orientacdes para o professor

1. IndicagOes gerais. As questdes propostas nesta tarefa abrangem diversos objectivos
de aprendizagem, tanto matematicos como transversais, de uma forma integrada. Ha
questdes que envolvem raciocinio dedutivo (4. e 6.), raciocinio indutivo (7.), analise
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exaustiva de casos (1.), calculo de medidas (2.), sistematizacdo e comparacao de pro-
priedades dos quadrilateros de acordo com as duas hierarquias estabelecidas (3.) e reso-
lucdo de problemas (todas as questbes com excepcao da 3.). Nao é necessario que 0s
alunos resolvam todas as questdes, cabendo ao professor propor a resolugéo das que
considerar mais adequadas aos alunos.

A comunicacgdo, como de um modo geral em todas as aulas, devera estar presente nas
formas oral e escrita, muito em especial quando os alunos apresentam o seu trabalho e
questionam o trabalho apresentado pelos colegas.

Uma vez que o estudo do paralelogramo assume particular destaque, as questfes pro-
postas pressupdem o conhecimento de propriedades fundamentais deste quadrilatero,
em particular:

= Lados e angulos opostos sdo congruentes;
= As diagonais bissectam-se mutuamente;
= Uma diagonal bissecta a area;

= A area pode calcular-se através do produto da base pela altura; no caso particular
do losango, a area também pode ser calculada como o semi-produto das diago-
nais;

= Angulos adjacentes sdo suplementares;

= As diagonais dividem o paralelogramo em quatro tridngulos com a mesma area;

= As diagonais sdo perpendiculares apenas no caso do losango;

= As diagonais bissectam os angulos apenas no caso do losango;

= O quadrilatero cujos vértices sdo os pontos médios de um paralelogramo é ainda
um paralelogramo;

= A area de um paralelogramo € o dobro da area do paralelogramo cujos vértices
sdo0 0s pontos médios do primeiro.

Nas questdes mais complexas, ou seja, 4., 5., 6. e 7., é especialmente importante que 0s
alunos tenham um tempo adequado para discutir ideias, formular conjecturas, testa-las e
demonstra-las. Na questdo 7. ndo é necessario que 0s alunos explorem exaustivamente
todos os tipos de quadrilateros. Podem estudar apenas dois ou trés quadrilateros de um
modo mais aprofundado. Dentre todos os alunos da turma deve ser possivel obter uma
significativa diversidade de casos.

Para desenvolverem a capacidade de raciocinar em Matematica, os alunos devem ser
estimulados a fundamentar as suas afirmac6es através de definigdes, conceitos, proprie-
dades ou contra-exemplos, conforme os casos. Ao interagir com os alunos, o professor
sublinha que um exemplo apenas corrobora uma conjectura mas nao a demonstra, ao
passo que um contra-exemplo invalida uma conjectura. Além disso, o facto de uma pro-
priedade se verificar em alguns casos particulares — mesmo em grande nimero — ndo
garante que se verifique em todos 0s casos.
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Na sintese final, o professor pode realcar caracteristicas importantes do trabalho dos
alunos que sao tipicamente matematicas, tais como demonstrar uma propriedade que €
dada a partida ou investigar situagdes com o objectivo de descobrir propriedades e ten-
tar demonstréa-las. E importante chamar a atencéo dos alunos para o papel das definicdes
(por exemplo, de paralelogramo) nas demonstracdes, para a importancia de conhecer
propriedades para obter novas propriedades e para a analise exaustiva de casos como
método de demonstracéo.

2. Exploracdo matematica. Na questdo 1., pretende-se que os alunos obtenham alguns
poligonos por sobreposicdo parcial de dois quadrados e descrevam 0 modo como 0s
obtiveram ou fagcam uma representacdo grafica (esbog¢o) da posi¢cdo dos dois quadrados
que gera o poligono. No quadro seguinte, apresentam-se exemplos de poligonos, possi-
veis eshocos e descri¢fes de como foram obtidos em cada caso:

Poligono Esboco do poligono Possivel descricéo

Lado do quadrado maior
coincide com a diagonal do
menor.

Triangulo rectangulo isés-
celes

Dois vértices consecutivos
do quadrado menor estdo
situados em pontos interio-
res de dois lados adjacentes
do quadrado maior

Triangulo rectéangulo esca-
leno

Vértices do quadrado
menor coincidem com oS
pontos médios dos lados do
quadrado maior.

Losango (ou quadrado)
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Papagaio

Dois lados adjacentes do
guadrado menor intersec-
tam dois lados adjacentes
do quadrado maior de
modo que uma das inter-
seccOes € um dos vértices
do quadrado menor; a outra
é o centro de uma circunfe-
réncia que contém um vér-
tice de cada um dos qua-
drados.

Trapézio rectangulo

Dois vértices do quadrado
menor sdo pontos interiores
do quadrado maior; um dos
veértices é comum aos dois
guadrados; o quarto vértice
do quadrado menor é um
ponto exterior do maior.

Quadrilatero irregular

Dois vértices do quadrado
menor Sao pontos exterio-
res do quadrado maior; um
veértice é um ponto interior
do quadrado maior; o quar-
to vértice do menor € vérti-
ce comum aos dois quadra-
dos. Um dos Vvértices do
quadrado maior € um ponto
interior do lado do quadra-
do menor que tem o0s pon-
tos exteriores como extre-
midades.

Pentagono irregular

Trés vértices do quadrado
menor sdo pontos interiores
do quadrado maior e 0
quarto vértice é um ponto
exterior deste quadrado.
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Dois vértices do quadrado
menor sdo pontos exterio-
res do quadrado maior e 0s
outros dois vértices estdo
sobre dois lados adjacentes
Hexagono irregular > do quadrado maior. O lado
do quadrado menor que
N contém os pontos exterio-
res do quadrado maior
intersecta dois lados adja-
centes do quadrado maior.

Trés lados do quadrado
maior intersectam dois
lados adjacentes do outro
quadrado em pontos inte-
Heptéagono irregular < > riores destes lados; o quar-
to lado do quadrado maior
N intersecta o quadrado
menor num dos seus Vérti-
ces.

Cada lado de cada um dos
quadrados intersecta dois
Octogono regular lados adjacentes do outro
quadrado em pontos inte-
riores destes lados.

Convém assinalar que alguns poligonos ndo se podem obter por sobreposicao parcial de
dois quadrados:

Tridngulos néo rectangulos;

Trapézios ndo rectangulos;
Paralelogramos diferentes do rectangulo;
Poligonos com mais de oito lados.

Na questdo 2., a partir das amplitudes conhecidas e tendo em conta que:

Os quadrilateros representados sdo quadrados;

A soma das amplitudes dos angulos internos do triangulo é 180°;
Angulos verticalmente opostos sio iguais;

A soma de dois angulos suplementares é 180°;
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os alunos rapidamente podem determinar as amplitudes de todos os angulos que estdo
representados sobre a recta dada (da direita para a esquerda 60°, 90°, 30°, 25°, 90° e 65°).
Por outro lado, tendo em conta que a soma das amplitudes dos angulos internos dum
quadrilatero é 360° e que os quadrilateros inicialmente representados sdo quadrados,
facilmente se determina a medida da amplitude do angulo b: 55°.

Na questdo 4., sendo BD uma diagonal do paralelogramo ABCD, os triangulos BCD e
DAB tém a mesma area. Ora, a area do triangulo BCD é igual a soma das areas dos
triangulos DHP e PGB e do paralelogramo PHCG.

Analogamente, a area do tridngulo DAB € igual a soma das areas dos triangulos PED e
BFP e do paralelogramo AEPF. Como os tridngulos DHP e PED sédo congruentes (crite-
rio ALA) as suas areas sdo iguais. O mesmo se pode concluir relativamente aos triangu-
los PGB e BFP. Logo, necessariamente, as areas dos paralelogramos PHCG e AEPF sdo
iguais.

Na questdo 5., sugere-se a construcdo do segmento de recta BB’, perpendicular a r, tal
que os segmentos BY e B’Y sejam congruentes, sendo Y o ponto de intersec¢éo de BB’
com r. Constrdi-se, em seguida, o0 segmento AB’ que intersecta r num ponto X. A soma
AX+XB’ é a menor possivel para um ponto X na recta r, visto que a distancia mais cur-
ta entre dois pontos no plano ¢é dada pelo comprimento do segmento de recta que 0s une.
Mas os triangulos YBX e YB’X sdo congruentes pelo critério LAL (os lados BY e B’Y
sdo congruentes por construcdo; os angulos BYX e B’YX sdo congruentes por serem
ambos rectos; o lado XY é comum aos dois triangulos). Donde se conclui que os lados
BX e B’X séo congruentes. Entdo, a soma AX+XB’ é igual a soma AX+XB. Esta soma
€ minima nas condi¢cBes mencionadas como mostramos de seguida.

A

De facto, para qualquer outro ponto, digamos W, na recta r, a soma AW+WB é maior
que a soma AX+XB. Essa situacdo, no caso em que X esta localizado entre We Y, é

ilustrada na figura seguinte:
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A soma AW+WB é igual a soma AW+WB’ e, por sua vez, € maior que AB’ (hum
triangulo — neste caso, no tridngulo AWB’ — o comprimento de um lado é menor que a
soma dos comprimentos dos outros dois lados. Donde se conclui que AW+WB ¢é maior
que AX+XB. Se 0 ponto W estiver situado entre X e Y (ver figura seguinte) um argu-
mento analogo permite-nos tirar a mesma concluséo.

Na questdo 6., atendendo as condi¢bes da figura, a area sombreada é uma quarta parte
da &rea do quadrado menor. Tragando as diagonais do quadrado menor, constata-se que
a area sombreada ¢ igual a area do triangulo ADC porque os tridngulos CDE e CAB séo
congruentes, logo tém a mesma area. De facto, pelo critério ALA podemos garantir que
estes triangulos séo congruentes (os angulos CAB e CDE sé@o congruentes e medem
ambos 45°; os lados CA e CD séo congruentes porque medem ambos metade da diago-
nal do quadrado; os angulos ACB e DCE sdo congruentes porque sdo ambos comple-
mentares do angulo BCD). Como, por sua vez, a area do triangulo ADC é uma quarta
parte da area do quadrado menor, o resultado fica demonstrado.
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Na questdo 7., a propriedade mencionada é valida para qualquer quadrilatero embora o
‘método de demonstracdo’ por dobragem seja valido apenas em casos particulares,
nomeadamente quando as diagonais do quadrilatero em causa sdo perpendiculares.
Usando critérios de congruéncia de triangulos, os alunos concluem que a propriedade é
valida para alguns quadrilateros particulares e mostram se 0 método de ‘demonstracéo’
é valido ou ndo nesse caso. Podem considerar-se, para além do papagaio, outros quadri-
lateros como o quadrado, o rectangulo, o paralelogramo, o losango e o trapézio. Alguns
exemplos de quadrilateros para os quais 0 método de demonstracdo por dobragem é
valido sdo o papagaio, o losango e o trapézio rectangulo com diagonais perpendiculares,
como se ilustra nas figuras seguintes.

Antes da dobragem  Depois da dobragem
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Antes da dobragem Depois da dobragem
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Antes da dobragem Depois da dobragem
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